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Kapitola 1

Reseni soustav linearnich rovnic,
vektorovy prostor

1.1 Presné zadani

e ResSeni soustav linedrnich rovnic

Gaussuv elimina¢ni algoritmus

Vektorovy prostor

Reseni homogenni soustavy

e Linearni zavislost a nezavislost vektoru

Béze vektorového prostoru

1.2 Soustava linearnich rovnic
Soustava m linearnich rovnic o n neznamych se znazornuje nasledovné.

a11r1 + 12T + -+ ATy = bl
2171 + A2%s + - - + ATy = by

11 + Qa2 + - -+ ATy, = bm
Casto se tato soustava zapisuje v maticovém tvaru.
Ax" =b” (1.5)

A je matice soustavy s rozméry (m,n), X je vektor nezndmych a b je vektor pravych stran. Resenim
soustavy se rozumi takovy vektor, ktery po dosazeni da identitu. Soustavy rovnic se dé€li podle
vektoru pravych stran. Pokud je to nulovy vektor, tak soustava rovnic je homogenni. Pokud je to
nenulovy vektor, tak soustava rovnic je nehomogenni. Pokud se matice soustavy doplni o vektor
pravych stran, tak se to nazyva rozsifena matice. Soustava linearnach rovnic muze mit 0, 1 nebo
oo FeSeni.
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1.3 Gaussuv eliminaéni algoritmus

Reseni soustavy linearnich rovnic se provadi pomoci tipravy matice soustavy. Na jeji tipravu se
pouziva numerickd metoda Gaussova eliminace. Cilem je tiprava matice na horni trojihelnikovou
matici, kterd ma vSechny ¢leny pod hlavni diagonalou nulové. Povolené operace jsou takové, které
neméni hodnost matice a tedy charakter feseni. Operace jsou nasledujici *.

e piehozeni poradi radkna

e nasobeni fadku skalarem

e pricteni linedrni kombinace radku k jinému rfadku

e vynechani nulového fadku

e vynechani fadku, ktery je linedrni kombinaci jinych fadkt

Soustava rovnic, kterd ma horni trojihelnikovou matici, se snadno fesi zpétnym dosazovanim.

1.4 Vektorovy prostor

Ve vektorovém prostoru se definuji dvé zakladni operace s vektory: binarni operace souc¢tu vektortu
a unarni operace nasobeni vektoru skaldrem. Aby vektory tvofily vektorovy prostor, tak musi
spliiovat nésledujicich sedm axiomt.

e komutativnost souétu x+y =y + x
e asociativnost soué¢tux+ (y+2z) = (x+y)+z

e asociativnost nasobeni skaldrem a(fx) = (af)x

1. distributivni zékon a(x +y) = ax + ay
e 2. distributivni zédkon («a + f)x = ax + fx
e vlastnost jednicky 1 - x = x

e vlastnost nuly 0 - x =0

Ve vektorovych prostorech lze vytvaret jeho podmnoziny, které se nazyvaji vektorové podprostory,
pokud splnuji vlastnosti.

e uzavienost na soucet X,y e M = x+y e M

e uzavienost na skalarni nasobek x € M = ax € M

1.5 ReSeni soustav

Homogenni soustava ma nulovy vektor pravych stran. Ma vzdy feseni. Pokud je feSeni jediné, tak
je trivialni, protoze plati.

Ax' =o" = x" = A"'o” = 0o’ (1.6)

Inverzni matice existuje pouze k regularni matici, a pak feSeni musi byt jednoznacné. Dale muze
mit soustava oo feSeni. To se stane, pokud se pii Gaussové eliminaci podaii snizit pocet radkt
tak, aby jich bylo méné nez neznamych. Potom se pfi vypoctu mize libovolné volit (n - k) ne-
znadmych, kde n je hodnost matice a k je pocet fadki matice po Gaussové eliminaci. Jelikoz se

1Jsou pouzitelné i pro sloupce
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neznamé voli libovolné, tak je logicky oo moznych feseni. Mnozina feSeni homogenni soustavy tvori
vektorovy prostor. Nehomogenni soustavy rovnic maji nenulovy vektor pravych stran. Muaze mit
0, 1 nebo oo FeSeni. Pokud hodnost rozsifené matice se nerovna hodnosti pridruzené homogenni
matice, tak podle Frobeniovy véty soustava nema feseni. Pokud je splnéna, tak feSeni je souctem
feSeni pridruzené homogenni soustavy a libovolného partikuladrniho feseni nehomogenni soustavy.
Pokud ma homogenni soustava oo feseni, tak ho ma i nehomogenni soustava. Pokud ma homo-
genni soustava pouze trividlni feseni, tak nehomogenni soustava mé jefnoznac¢né feseni. Urci se
vynasobenim vektoru pravych stran inverzni matici nebo pomoci Cramerova pravidla

~ detA

Pocitaji se zde determinanty. V matici v ¢itateli je i-ty sloupec nahrazen vektorem pravych stran.
Ziskdme tak feSeni pro i-tou neznamou.

(1.7)

X

1.6 Linearni zavislost a nezavislost vektoru

Pro posouzeni této zavislosti se zavadi pojem linearni kombinace vektori.

u = ZOéiXi (18)
i=1

Vysledkem linearni kombinace je vzdy néjaky vektor a v tomto pfipadé nas zajima nulovy vektor.
Linearni kombinace nezavislych vektort, ktera dava nulovy vektor je vzdy triviadlni. To znamena, ze
vSechny vahy «; jsou nulové. V piipad€ linedrné zavislych vektord se d& najit netrivialni lineearni
kombinace, kterd dava nulovy vektor.

1.7 Baze vektorového prostoru

P1i hledani vSech prvkia vektorového podprostoru se zavadi pojem linedrni obal. Je to mnozina
vSech linedrnich kombinaci. Libovolny vektor v podprostoru je tedy urc¢en pomoci urcité mnoziny
vyznacénych vektori. Tyto vektory musi byt linedrné nezavislé a soucasné jich je minimalni pocet
tak, aby plné generovaly podprostor. Takova nejmensi mnozina linedrné nezavislych vektora, je-
jichz linearni kombinace tvofi linearni obal se nazyva baze. Pocet vektort urcéuje dimenzi prostoru.
Libovolny vektor je potom urcen jejich linearni kombinaci jednozna¢né a piislusné koeficienty se
nazyvaji soutfadnice vektoru v bazi.

1.8 Literatura

[1] Demlova M., Pondéli¢ek B., Uvod do algebry, skriptum FEL CVUT, 2000



Kapitola 2

Matice

2.1 Presné zadani

Matice a zékladni operace s maticemi
e Hodnost matice a Frobeniova véta o fesitelnosti soustavy linearnich rovnic
e Inverzni matice a determinant

e Linearni zobrazeni a jeho matice v dané bazi

2.2 Matice a zakladni operace

Matice je pomicka pouzivana pro feseni soustav linearnich rovnic a reprezentujeme ji tabulkou.

ai Q12 - Qip
a1 Q22 -+ Q2p

A= o _ (2.1)
Am1 Am2 **° Omnp

Tato matice ma m fadku a n sloupci. Pokud m = n, tak se matice nazyva ¢tvercova. Déale v matici
rozlisSujeme fadkové a sloupcové vektory. S maticemi se daji provadét ruzné operace.

e rovnost matic A = B - dvé matice se rovnaji, pokud se rovnaji prvky na vSech pozicich

e soucet matic C = A 4 B - nova matice ma stejné rozméry a sc¢itaji se prvky na stejnych
pozicich

e skalarni nasobek matice B = AA - vSechny prvky se nasobi skaldrem. Pokud se matice nasobi
(-1), tak se definuje rozdil matic.

Dalsi operace jiz nejsou tak jednoduché a zaslouzi si vétsi pozornost. Pfi ndsobeni matic se nenasobi
prvky na stejnych pozicich, jako tomu je u souctu.

n
C=A -B= Z aijbjk (22)
j=1
Tento vzorec lze interpretovat takto. Prvek na pozici (i,k) vznikne ndsobenim i-tého ¥adku a k-

tého sloupce ¢len po ¢lenu a souctem téchto nasobki. Z definice vyplyva, ze pocet sloupct prvni
matice a pocet fadkt druhé matice se musi rovnat. Vysledna matice ma tedy pocet fadku jako
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prvni matice a pocet sloupct jako druhéd matice tj. (¢,7) - (4, k) = (i, k). Nasobeni matic obecné
neni komutativni a zalezi na pofadi. Asociativni a distributivni zédkon plati. Matice se daji také

délit, ale tomu je vénovana ¢ast o inverznich maticich. Dalsi vyznamnou operaci je transpozice.
T
B=A 7bij = Qyj; (23)

Interpretace definice je jasnid. Radky ptivodni matice se napisi do sloupcii a sloupce naopak do
radkt. Je jasné, ze prvky na diagondle se nijak nezméni.

2.3 Hodnost matice a Frobeniova véta

Pfi feeni soustav linedrnich rovnic se vyuziva hodnosti matice. Radky matice jsou vektory a ur-
¢uji vektorovy prostor. Hodnost je potom dimenze tohoto prostoru. Stac¢i tedy najit bazi prostoru
generovaného fadkovymi vektory a jejich pocet urcuje dimenzi. Bazové vektory jsou linedrné neza-
vislé a daji se najit pomoci Gaussovy eliminace. Takovymi tpravami se nezméni hodnost matice.
Hodnost matice se uplatni ve Frobeniové vété, kterd pomuze pii urceni feseni soustavy linedrnich
rovnic.

e hod A = hod (A—b) = soustava mé 0 nebo oo feseni
e hod A # hod(A|b) = soustava nem4 FeSeni

Aby soustava meéla feSeni, tak vektor pravych stran musi vzniknout linedrni kombinaci vektortu
neznadmych. Musi na nich tedy zaviset. Pokud se hodnosti homogenni a rozsirené matice nerovnaji,
tak vektor pravych stran neni zavisly a soustava nemutze mit feSeni.

2.4 Inverzni matice a determinant

Inverzni matice reprezentuje operaci déleni matic. V pripadé realnych ¢isel je soucin ¢isla a ¢isla

inverzniho roven jedni¢ce. Pro matice plati analogie
A-A'=E=A1A (2.4)

E je jednotkova matice, kterd méa na diagonale jednicky a jinde nuly. Nasobeni matice a jeji inverze
je komutativni a zaroven je inverzni matice jednoznacné urcena. Protoze jednotkova matice je
Ctvercova, tak pouze ¢tvercové matice mohou mit inverzi. Inverzni matice se da najit pomoci dvou
metod. Ta prvni spoc¢iva v provadéni fadkovych nebo sloupcovych operaci na ptavodni matici tak,
aby vznikla jednotkovd matice. Kazda radkova tprava se déa interpretovat jako néasobeni zleva
uréitou matici a sloupcova tUprava jako nasobeni zprava. Takové matice se nazyvaji elementarni
transformac¢ni matice.

X, - XoX;A=E=A"'A (2.5)

Prakticky se to realizuje takto. Vedle sebe se napisi ptivodni a jednotkova matice. Radkové tipravy
se provadéji soucasné na obé matice. Jakmile se pivodni matice transformuje na jednotkovou, tak
jednotkovéa se transformuje na inverzni.

[A|E] = [E[]A™] (2.6)

Druha metoda jiz neni tak prtihlednd, ale ma vyznam pii numerickych vypoctech. Nalezne se
transponovana matice doplinkd a déli se determinantem ptvodni matice.

1
Al = D" 2.
detA[ 'L]] ( 7)
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Matice doplnku se najde takto. V matici se vynechd i-ty fadek a j-ty sloupec a ze zbytku se
uréi determinant, ktery se ndsobi ¢lenem (—1)i7. JelikoZz determinant je nenulovy pouze pro
regularni matice, tak plati, Ze ne vsSechny ¢tvercové matice maji inverzi. Determinant je pouze
urcitd pomucka. Jeho definice je nendzorna, a proto se uvadéji vzorce pro vypocet matic fadu dveé
a tii.

aix  Gi2
det = 11992 — 6L126L2{2.8)
21 (22

a1 a2 Q13
det | as1 a2 ag3 | = a11a22a33 + A12G23a31 + 13021032 — Q13022031 — 12021033 — a11a23a3;§2.9)
az1 azz Aaz3

Pro vypocet determinantu matic vyssiho fadu se pouziva rozvoj matice podle fadku nebo sloupce.
Princip je uveden na prikladu matice fadu t¥i podle prvniho sloupce.

ailz a2 Aais

det Q91 Ay Q93 _ (_1)1—|-1det [ A22 A23 ‘|+(_1>1+2det [ a2 Q13 1+(—1)1+3det [ a1 Q13
agz2 Aas3 a3z A33 Q22 Q23
ag1 asz ass

(2.10)

2.5 Linearni zobrazeni

Zobrazeni je uréitd trensformace, kterd vektor zméni na jiny vektor obecné jiného rozméru. Zob-

razeni je linedrni, pokud plati.
Alox + By] = aAlx] + BAly] (2.11)

Dulezitym typem zobrazeni je izomorfismus, které je bijektivni ¢ili prosté na. Ptvodni vektorovy
prostor i jeho obraz, pak maji stejnou dimenzi. Dalsi duilezity pojem je jadro zobrazeni Ker A.
To je mnozina vektort, které se zobrazi na nulovy vektor. V piipadé izomorfismu patii logicky
do jadra pouze nulovy vektor. Linearni zobrazeni lze intepretovat jako nasobeni vektoru néjakou

matici, kterd se nazyva matice linearniho zobrazeni. Jeji vyznam bude ilustrovan na piikladu.

T
[ Y1 ] _ [ @11 Q12 Q13 ] 2 (2'12)

Y2 Q21 Q22 Q23
T3

Toto zobrazeni transformuje trojrozmérny vektor na dvojrozmérny. Pivodni vektor je uréen sou-
fadnicemi v kanonické bazi. Transformace mu piidéluje nové soufadnice v nové béazi. To lze inte-
pretovat jako zménu bazovych vektorti na jinou bazi. Prvni sloupec matice reprezentuje souradnice
obrazu prvniho bazového vektoru v nové bazi atd.

2.6 Literarura

[1] Demlova M., Pondéli¢ek B., Uvod do algebry, skriptum FEL CVUT, 2000



Kapitola 3

Posloupnosti a ¢iselné rady

3.1 Presné zadani

e Posloupnosti redlnych a komplexnich ¢isel
e Vztah omezenosti a konvergence posloupnosti

o Ciselné fady a kritéria pro absolutni konvergenci.

3.2 Posloupnosti

Reélna posloupnost je zobrazeni mnoziny prirozenych ¢isel do mnoziny realnych ¢isel. V podstaté
je to fada Cisel, které jsou realné. Pfirozené c¢islo urcuje poradi prvku posloupnosti. Komplexni
posloupnost je zobrazeni ptirozenych ¢isel do mnoziny komplexnich ¢isel. Kazdé komplexni ¢islo
se sklada z redlné a imaginarni ¢asti, které jsou jiz redlné. Césti lze vySetfovat oddélené a redu-
kovat tak pfipad na realné posloupnosti. Mezi zakladni vlasstnosti posloupnosti patfi monotonie
a ohranic¢enost.

e ryzi monotonie - a,4+1 > a, rostouci
an+1 < an klesajici

e monotonie - a,4+1 > a, neklesajici
an+1 < an nerostouci

e ohranicenost - a,, < A shora ohrani¢end
a, > A zdola ohrani¢ené

Posloupnost, kterd je ohranicend shora i zdola se nazyva omezena. Pokud by platily pouze ostré
nerovnosti, tak se A nazyva supremum resp. infimum.

3.3 Konvergence

U posloupnosti se ¢asto zkouma, jak se chovaji hodné vysoké ¢leny posloupnosti. Rozeznavame tri
pripady.

e konvergentni - ¢leny posloupnosti se blizi k néjakému cislu
e divergentni - ¢leny posloupnosti se blizi k 400 nebo k —oo

e oscilujici - ¢leny posloupnosti stiidaji znaménko a neblizi se zadnému c¢islu

11
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Posloupnost, ktera je konvergentni ma limitu. Potom se ¢leny téméf rovnaji limité.
lim a, =a < |a, —a| <e (3.1)
n—oo

Konvergentni posloupnosti jsou vzdy ohranicené, ale naopak to obecné neplati. Existuje specialni
skupina ohrani¢enych posloupnosi, které jsou vzdy konvergentni. Plati to pro monoténni posloup-
nosti. Pro limity plati dilezité véty, které poméahaji pti vypoctech.

lim (a, £b,) =a+b (3.2)
JLIgo(anbn) =ab (3.3)

ap, a
li — | == 3.4

Aby byla posloupnost konvergentni, tak musi logicky mit jednu limitu. Nékdy byva slozité nalézt
limitu a staci tfeba pouze zjistit, zda je posloupnost konvergentni. Lze vyuzit Bolzano-Cauchyovu
podminku.

m,n > ng = |a, —a,| <e (3.5)

To znamena, Ze ¢leny posloupnosti jsou témér konstatntni.

3.4 Ciselné fady

Ciselnou fadou se rozumi vyraz.
oo
a1+a2+...+an+---zzan (3-6)
n=1

V podstaté je to soucet nekoneéné mnoha c¢lenti. Pokud se seCte n Clend, tak to nazyvame n-
ty ¢astecny soucet fady. Pomoci néj se interpretuje konvergence fady. Rada konverguje, pokud
konverguje posloupnost ¢astecnych souc¢ti. To se ovéruje pomoci nutné podminky konvergence.

limr,=0=s,— S$,-1 = a, =0 (3.7)

n—oo

Pokud se k radé pricita nulovy c¢len, tak logicky konverguje. Tato podminka ale neni postacujici,
protoze v harmonické fadé plati lim,, % = 0 a presto fada diverguje. Pro zjistovani konvergence
plati riizna kritéria. Nasledujici se budou tykat fad s nezapornymi ¢leny.

Srovnavaci kritérium. Pro ¢leny fad plati a,, < b,.

e Pokud konverguje rada s b,,, tak konverguje i fada s a,.

e Pokud diverguje fada s a,, tak diverguje i fada s b,,.

Podilové D’ Alembertovo kritérium. Plati lim,,_, agil = A.
e Pokud A < 1, tak fada konverguje.
e Pokud A > 1, tak fada diverguje.
e Pokud A =1, tak nelze o charakteru rozhodnout.
Odmocninové Cauchyovo kritérium. Plati lim, ., {/a, = A.
e Pokud A < 1, tak fada konverguje.

e Pokud A > 1, tak fada diverguje.
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e Pokud A =1, tak nelze o charakteru rozhodnout.

Integralni kritérium. Vychdzi z toho, Ze ¢leny a,, jsou diskrétnimi hodnotami néjaké redlné
funkce. Nekoneén4 fada je diskrétni verzi integralu. Pokud plati || loo f(z)dx = A, tak fada konver-
guje.

Tato kritéria platila pro fady s nezdpornymi ¢leny, ale existuji i fady, u kterych se znaménka ¢lenti
méni. I pro né se daji kritéria vyuzit. V takovém pripadé se vysSetifuje absolutni konvergence fady,
u které se vSechny cleny vyskytuji v absolutni hodnoté. Plati totiz véta, ze absolutné konvergentni
fada konverguje i neabsolutné. Obracené to neplati. Soucasné se u takovych rad d4 zménit poradi
¢lenti a soucet se nezméni. U neabsolutné konvergentnich fad se daji pferovnanim ziskat rtizné
soucty. Dalsi kritérium se tyké alternujicich fad, u kterych se pravidelné stiidaji znaménka c¢leni.
Leibnizovo kritérium. Pokud plati lim,,_, a,, = 0, tak konverguje fada > ., (—1)""a,,.

3.5 Literatura

[1] Jankovsky Z., Prticha L., Diferencialni pocet I, skriptum FEL CVUT, 2000



Kapitola 4

Limita a derivace

4.1 Presné zadani

Funkce jedné proménné, limita a spojitost

e Derivace, jeji vlastnosti a vyznam

Souvislost derivace s priubéhem funkce

e Lokéalni a globalni extrémy

4.2 Funkce realné proménné

Reélna funkce je zobrazeni mnoziny realnych ¢isel do mnoziny realnych c¢isel. To znamend, ze
redlnému ¢islu je pridé€leno jisté redlné ¢islo. V souvislosti s timto zobrazenim se zavadéji pojmy
defini¢ni obor a obor hodnot. Definiéni obor je mnozina disel, které chceme zobrazit. Obor
hodnot je mozina ¢isel, na které se zobrazi defini¢ni obor. Zakladni vlastnosti funkci jsou tyto.

e ryzi monotonie - funkce je rostouci, pokud plati zo > 21 = f(z2) > f(x1)
- funkcee je klesajici, pokud plati zo > x1 = f(z2) < f(x1)

e monotonie - funkce je neklesajici, pokud plati zo > 21 = f(z2) > f(x1)
- funkee je nerostouci, pokud plati x5 > 1 = f(x2) < f(x1)

e omezenost - funkce je omezend shora, pokud f(z) < A. V ptipadé ostré nerovnosti se toto
¢islo nazyva supremum.
funkce je omezend zdola, pokud f(z) > A. V pfipadé ostré nerovnosti se toto ¢islo nazyva
infimum. Funkce, ktera je omezena shora i zdola, se nazyva omezena.

e symetrie - funkce je sud4, pokud f(z) = f(—x). Graf funkce je symetricky podle osy y.
funkce je lichd, pokud —f(z) = f(—z). Graf funkce je symetricky podle poc¢atku soustavy
souradnic.

e periodicita - funkce je periodickd, pokud f(x) = f(z + kp), kde p je perioda.

Zobrazeni muZe byt vicenasobné. Nejprve muzeme definovat néjakou funkci, kterd muze byt de-
finiénim oborem néjaké dalsi funkce. Takové funkce se nazyvaji slozené a skladaji se z vnéjsi a
vnitini funkce.

z2=g(y) =g9(f(z)) =go f(z) (4.1)
U takovych funkci mohou nastat potize pfi urc¢ovani definiéniho oboru. Pokud by vnéjsi funkci byla
sinusovka a vnitfni funkci byl logaritmus, tak defini¢ni obor budou pouze kladné ¢isla, prestoze

14



KAPITOLA 4. LIMITA A DERIVACE 15

sinusovka je definovana pro vSechna realna c¢isla. Déle je mozné definovat inverzni zobrazeni x =
fY(y) na intervalu, na kterém je funkce ryze monoténni. Tam existuje inverzni funkce, kterd
monotonii zachovava.

4.3 Limita a spojitost

Tato ¢ast se vénuje studiu chovani funkce na malém okoli bodu. Zavadi se pojem limita a funkce
ma limitu v bodé a , pokud plati.

0<|z—a|l<d=|f(x)— fla)|<e (4.2)

Pokud jsou body na ose x velmi blizko sebe, tak i jejich funk¢éni hodnoty jsou velmi blizké. Ukazuje
to cislo, ke kterému se blizi sousedni funkéni hodnoty. Nic to nefikd o tom, co se déje v bodé a.
Funkce tam viibec nemusi byt definovana. Pokud tam definovana je, tak se zavadi pojem spojitost
v bodé.

[z —al <6 = |[f(z) — fla)| <e (4.3)

Limita a spojitost jsou velmi blizké pojmy. Pokud je funkce spojita v bodé€, tak jeji limita v bodé
je rovna funkéni hodnoté v bodé.

lim f(x) = f(a) (4.4)

Pro limity a spojitosti plati nékteré pocetné vyznamné vlastnosi. Limita sou¢tu, soucinu, podilu je
rovna souctu, soucinu, podilu limit. Soucet, soucin, podil spojitych funkci je také spojita funkce.
Nasledujici vlastnosti uz nejsou tak elementirni. VSechny elementarni funkce a funkce k nim in-
verzni jsou spojité. Funkce, ktera je na uzavieném intervalu spojité, dosahuje na intervalu maxima
a minima a také vsech hodnot mezi. Definici limity a spojitosti lze zobecnit, pokud zalezi na sméru,
ve kterém se k bodu blizime. Rozeznava se pak limita a spojitost zleva a zprava.

4.4 Derivace
Derivace se definuje pomoci limity funkce.

) i F@ 1@

t—a g —aq

(4.5)

Kdyby tam nebyla limita, tak je to obycejna smérnice secny, kterd prochazi body x, a. Jelikoz se x
priblizuje bodu a, tak vzdalenost mezi body klesd. V limitnim pfipadé body splyvaji a sena tak
prechézi v te¢nu. Derivace tak je jakousi linedrni aproximaci funkce v bodé. Derivace elementarnich

vvvvv

e derivace souctu - [f(z) = g(z)] = f (z) £ ¢ (z)
e derivace soucinu - [f(z) - g(x)] = f (z) - g(z) + f(2) - ¢ (2)

e derivace podilu - [g(gp)}

" @@ f@)g ()
i@

e derivace slozené funkce - (g(f(as))/ = g/ (y) - f/(l’)

Nyni si uvedeme nékteré zakladni véty diferencialniho poctu, které maji vyznam v aplikacich.
Rolleova véta. Funkce, ktera je na uzavieném intervalu < a,b > spojitd, na otevieném intervalu
mé derivaci a krajni body maji stejnou funkéni hodnotu f(a) = a(b), tak v nékterém vnitinim
bodé mé nulovou derivaci. Pokud je derivace nulovéa, tak i smérnice tecny je nulova ¢ili tecna je
rovnobézna s osou x. V takovém bodé mé funkce maximum nebo minimum.
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Lagrangeova véta. Ma témér stejné prepodklady jako Rolleova véta. Pouze se nevyzaduje rov-
nost funkénich hodnot v krajnich bodech. Potom v néjakém vnitinim bodé plati. f(b) — f(a) =
f (¢)(b—a). Mezi body a,b se vede secna. Véta Fika, Ze te¢na v néjakém vnitinim bodé je se se¢nou
rovnobézna. Graf funkce mezi body a,b se dd aproximovat piimkou a pfirtstek funkce bude stejny.
L “Hospitalovo pravidlo. Tato véta pomaha pfi vypoctu limit, které vedou na neurcité vyrazy

8,22 Platf lim, o 75 = lim, ., 2
trikt daji prevést na tyto pripady.

(
Taylorova fada. T),(z) = Y ;_, fkT),(a)(x — a)¥. Taylorova fada umoziiuje aproximaci funkce
polynomem n-tého fadu. Pokud bude fad 1, tak se funkce aproximuje piimkou a dostavame se k

Lagrangeové véte.

. Existuji i jiné neurcité vyrazy, které se pomoci jistych

4.5 Derivace a prubéh funkce

Derivace se da vyuzit k analyze prubéhu funkce. Prvni derivace slouzi ke studiu monotonie a
lokalnich extrémd.

. f/ (z) > 0 - V intervalu, na kterém toto plati, je funkce rostouci
. f/ (x) < 0 -V intervalu, na kterém toto plati, je funkce klesajici
e f'(x) =0 - Stacionarni bod, ve kterém funkce miize mit extrém.

Funkce mtize mit extrém jesté v bodé, ve kterém nemé derivaci napt: absolutni hodnota. Derivace
muzZe byt nulovd a presto tam neni extrém napi: kubickd funkce. Druh extrému lze urcit podle
monotonie funkce okolo néj. Maximum nastava, pokud funkce vlevo roste a vpravo klesa. Minimum
nastava, pokud funkce vlevo klesa a vpravo roste. Ke studiu pribéhu funkce se vyuziva i druha
derivace.

o extrémy - f (x) =0, f (z) < 0 maximum
£ (x)=0,f"(z) > 0 minimum

e vypuklost funkce - f ”(m) > 0 v intervalu, na kterém toto plati, je funkce konvexni
f (x) < 0 v intervalu, na kterém toto plati, je funkce konkévni

e inflexni bod - f(2) = 0 bod, ve kterém funkce mize mit inflexi

Z nulové druhé derivace jednoznacné neplyne, Ze tam je inflexe napi: parabola ¢tvrtého radu. Aby
tam byl, tak funkce se musi ménit z konvexni na konkavni nebo naopak. Dalsi vlastnosti, kterd se
na funkcich zkouma je jeji asymptotické chovani. V takovych pfipadech se funkce kolem néjakého
bodu nebo v nekone¢nu dé aproximovat primkou bez vyrazné ztraty presnosti.

o~

e svisld asymptota - pokud v néjakém bodé a, se funkce limitné blizi k +oo, tak ji lze aproxi-
movat pfimkou z = a

e vodorovna asymptota - pokud se funkce v oo limitné blizi k néjakému c¢islu a, tak ji lze
aproximovat piimkou y = a

e sikma asymptota - pokud plati tyto t¥i podminky,

lim f(z)= 400, lim J@) =k, lim (f(z)—kx)=gq (4.6)

T—300 r—toco g T— 300

tak se funkce da aproximovat pfimkou y = kx + ¢
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4.6 Lokalni a globalni extrémy

Ptes prvni derivace dokazeme najit pouze lokdlni extrémy. Funkce se vsak vzdy vySetfuje na
néjakém intervalu. V krajnich bodech intervalu se derivace neurcuje. Byva zajimavé urcit bod, ve
kterém funkce nabyvé své maximéalni nebo minimalni hodnoty. Takové body se nazyvaji globalni
extrémy. Ty se najdou takto. Pfes prvni derivaci se najdou lokalni extrémy a ty se porovnaji s
funkénimi hodnotami v krajnich bodech intervalu.

4.7 Literatura

[1] Jankovsky Z., Prticha L., Diferencialni pocet I, skriptum FEL CVUT, 2000
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Integral

5.1 Presné zadani
e Primitivni funkce a uréity integral
e Metody vypoctu: substituce a per partes

e Uziti a vyznam integralu

5.2 Primitivni funkce

Integrace se zavadi jako operace inverzni k derivaci. Je zadana néjaka funkce a mame najit funkci,
ktera po zderivovani da funkci zadanou. Takova funkce se nazyva primitivni funkce a definuje se

vzdy nanéjakém intervalu.
/

F(z) = f(x) (5.1)
7 této definice jasné plyne, Ze primitivni funkce neni urcena jednoznac¢né. MuZeme pricist libovol-
nou konstantu, kterd po derivovani vymizi. K funkci tedy existuje nekoneéné mnoho primitivnich

funkci, které se lisi o aditivni konstantu. Proces hledani primitivni funkce se nazyva vypocet

neucitého integralu.
/ f(@)dx = F(z) + ¢ (5.2)
Integrace je linearni operaci ¢ili plati.

/(af(x) + bg(z))dx = a/f(x)dx + b/g(ac)dx (5.3)

Jelikoz je integrace definovana jako operace inverzni k derivovani, tak se snadno daji odvodit za-

vvvvvv

5.3 Metody vypoctu integrala

Velmi jednoduchou metodou je metoda per partes, kterd vyplyva z derivace soucinu funkci.
/ (@) (z)dx = u(z)o(z) — / o (2)o(z)d%5.4)
(u(z)v(z)) = u (z)v(z) + u(z)v' (z) = u(z)v(z) = /ul(x)v(x)dx + /u(x)v/(x)d)(5.5)

18
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Tato metoda je uzite¢na, pokud jednu funkci dokazeme derivovat a druhou integrovat a nasledné
integraly jsou jednodussi. Dalsi jednoduchou metodou je substituce, ktera vyplyva z derivace
slozené funkce.

!
[r@ax= [ flew)e tat (5.6)
/ ! / /

(F(e(t))) = F(2) -9 @) = flx) ¢ (1) (5.7)
Tato metoda je velmi i¢inné, pokud se ndm podafi nalézt substituci, ktera integral zjednodussi. To
ale byva obtizné, a proto jsou zakladni substituce v tabulkach. Pomoci substituci se fada integralt
da prevést na racionalni funkce, které se daji pomérné dobre integrovat. Princip spociva v rozkladu

racionalni funkce na parcialni zlomky. Zlomky mohou byt ¢tyf typt.

/ A dX:'t:x—a

A
T —a dt = dx :/;dtZAln!tleln\x—ch (5.8)

/( A dX:’t:x—a

/ L A +c
g 1T—pnl (I —=n)(z—a)"!

€T — a)n dt = dx
(5.9)
Ax+B _ 224C dx B- AC d 1 2 C D
fx2+cz+D f Zroap X T [ mderpdx =Infz” + Cz + D
Lac (5.10)

+/ dx
(z+S)"+ (D7%2>
Prvni integral vyuziva toho, ze v Citateli je derivace jmenovatele a je tak snadné zavést substituci.
A% druhém integralu byla funkce ve jmenovateli doplnéna na soucet ¢tvercti. To vede na integraci

funkce , coz je arkustangens.

t2+1

Az + B 20+ C B —1AC
ax+ | 2 11
/(w2+C’az+D 2/ (224 Cx + D)» X ($2+C$+D)"dx (5.11)

Prvni integral se fesi substituci ve jmenovateli, jehoz derivace je v Citateli. Ve druhém integralu
se aplikuje postup s doplnénim na ¢tverec a arkustangentou. Tim se podafi snizit mocninu ve
jmenovateli o 1. Pokracuje se az do konce.

5.4 Urcity integral

Motivaci pro jeho zavedeni je vypocet obsahu pod néjakou funkci. Prvotnim napadem je aproxi-
movat funkci néjakymi geometrickymi obrazci, u kterjch dokdzeme vypodéitat obsah. Na obr.(5.1)
je zndzornéna aproximace pomoci obdélniki. Siika obdélniki je konstantni.
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Obrazek 5.1: Horni a dolni aproximace plochy

Je zfejmé, Ze existuje dolni a horni aproximace. Cervené je vyznacen ubytek plochy zptisobeny
dolni aproximaci. Zelené je vyznacen prebytek plochy zptsobeny horni aproximaci. Je ziejmé, ze
¢im bude sitka obdélnikt kratsi, tak budou chyby mensi a aproximace se budou sobé blizit. To je
zakladem numerickych metod vypoctu plochy a zavadi se z toho urcity integral.

S = zn: my(zy — 1) < /ab flx)dx < S = zn: My (zy — 2p_1) (5.12)

k=1 k=1
V definici jsou zavedeny dolni a horni integralni soucty. Pokud bude sitka obdélnikd nulova, tak
soucty splyvaji a davaji integral. Toto je Riemannova definice integralu a vyzaduje, aby funkce
byla na intervalu spojita. Pro prakticky vypocet se vyuziva Newtonova definice integralu.

/a " fla)dx = F(b) — F(a) (5.13)

Je to disledek Lagrangeovy véty a ukazuje divod zavedeni pojmu integral. Vlastnosti uréitého
integralu jsou analogické vlastnostem neurcitého integralu a pouzivaji se stejné metody pro vypo-
Cet.

5.5 Aplikace urcitého integralu

Zakladni aplikaci, ktera vedla k zavedeni integralu je vypocet plochy pod funkci. Dalsi aplikaci je
vypocet objemu télesa vzniklého rotaci funkce kolem osy x. Odvozeni spoc¢iva v aproximaci télesa
pomoci valci, jejichz objem umime vypocitat. Je to opét diisledek Lagrangeovy véty.

V= wLb(f(x))zdx (5.14)

Dalsi aplikaci je vypocet délky kiivky. Funkce se aproximuje po ¢astech pifimkou, jejichz délku

umime vypocitat. Zase se vyuzije Lagrangeova véta.

L= /ab\/l +(f (x))2dx (5.15)
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Dalsi aplikaci je vypocet stfedni hodnoty funkce.

1 b
fo= = [ fl)ax (5.16)

Plocha pod funkci je ziejmé rovna plose jistého obdélnika. b — a je délka intervalu, na kterém se
stfedni hodnota pocita. Kdyz se plocha obdélniku déli jeho sitkou, tak dostaneme vysku obdélniku.
Tato vyska je definovdna timto vzorcem.

5.6 literatura

[1] Jankovsky Z., Prticha L., Integralni pocet I, skriptum FEL CVUT, 2000
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Rady funkci

6.1 Presné zadani

Rady funkei

e Mocninna fada a polomér konvergence

Rozvoj funkce v mocninnou fadu o daném stiedu

Fourierova fada a sinovy kosinovy, komplexni tvar

Periodické rozsifeni funkce pomoci Fourierovy fady

6.2 Rady funkci

Funkéni fada se nazyva vyraz,
o0
> fu(z) = f(2) (6.1)
k=1

ktery se sklada z posloupnosti funkci a je vidy definovdna na néjaké mnoziné obecné komplexnich
¢isel. Protoze z je proménnd, tak se trochu komplikuje konvergence. Pokud pro néjaké z rada
konverguje, tak se to nazyva bodova konvergence. Pro rizna z ale fada mutze konvergovat hiife
nez pro jind. V bodech, ve kterych je konvergence stejné dobra pro vSechna z, se fika, ze fada
konverguje stejnomérné. Podminka pro stejnomérnou konvergenci je nasledujici.

"> e = ‘f(Z) . z J(2)| = Ira(e)] < (6.2)

Chyba odhadu funkce pomoci fady je tedy stejnd pro celou mnozinu, pokud plati stejnomérna
konvergence. Pro jeji urc¢ovani se da pouzit Weierstrassovo kritérium.

Pokud se d4 posloupnost funkei shora odhadnout posloupnosti ¢isel |fx(z)| < ai a ¢iselnd fada
konverguje, pak funkéni fada konverguje stejnomérné. Pro stejnomérné konvergentni rady plati
nékteré vyznamné vlastnosti.

Spojitost fady. Pokud jsou vSechny funkce spojité, tak i funkce definovand souctem fady je
spojité.

Integrace rady.

/ab <;§1 MZ)) dz = kf:l / fu(2)dz (6.3)
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Derivace rady.

(f: fk(z)>, = i fi(2) (6.4

6.3 Mocninna rada

Mocninna fada se nazyva vyraz,
o0

> ar(z — z)" (6.5)
k=0
kde zg je stred konvergence. Mocninna fada obecné konverguje absolutné uvniti kruhu o néjakém
poloméru. Vné kruhu fada diverguje. Situace na hranici se musi vysSetfit pro konkrétni piipad.
Polomér kruznice se nazyva polomér konvergence. Jeho vypocet vyplyva z podilového nebo od-

= lim +/]ax| = A (6.6)

k—o00

mocninového kritéria pro ¢iselné rady.

Ar+1
ag

lim

k—oo

Nastévaji pak tfi situace.
e 0<A<oco=r=4%
e A=0=r=x

e A=co=r=0

6.4 Rozvoj funkce v mocninnou radu

Mocninna rada se ¢asto zaménuje za Taylorovu fadu, ktera je definovana vztahem.

oo r(k) To
5 tn) k,(, ) (z — wo)t (6.7)
k=0 :

Tato definice se d4 aplikovat na vypocet fad nékterych funkci. Pro jednoduchost necht zy = 0.

oo .k

AN xT €T T
()W = ¢ = ¢ :Zﬁ (6.8)
k=0
(sinz) = cosz, (cosz) = —sinz, (—sinz)” = —cosz, (—cos )" = sinx
: co  (=1)ka2h+l (6.9)
=sinx =)~ OE+ )]
(cosz) = —sinz, (—sinz)” = —cosx, (—cosz)” =sinz, (sinz)” = cosx
_ oo (=Dka? (6.10)
= COST = ) 12 O

Pro nékteré funkce vsak neexistuje vzorec pro obecnou derivaci. Typickym pfiklaem jsou racionalni
funkce, které se vSak daji prevést na soucCet geometrické fady.

1 [e.e]
Loy (6.11)
— 7 >
Daji se také vyuzit metody derivace a integrace rady.

/ 1
(arctanz) = 22 (6.12)

Pokud bude vyzadovan rozvoj v fadu o jiném stfedu, tak situace prevadi na predeslé situace.
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6.5 Fourierova rada

Fourierova fada slouzi pro reprezentaci periodickych funkci pomoci fady. Periodické funkce se daji
rozlozit na soucet sinovych a kosinovych funkci, které tvoii ortogondlni systém tj. jejich skalarni
soucin je nulovy.

f(t) Z ay, cos(kwt) + by sin(kwt)) (6.13)

Cisla ay, by se nazyvaji spektrélni koeficienty a vyjadiuji miru podobnosti funkce s danou harmo-
nickou funkci. Specialné % je stfedni hodnota funkce. Koeficienty se vypocitaji podle vztahi.

== / ) cos(kwt)dt (6.14)

:TAf@mmmw; (6.15)

Vypocet Fourierovy fady se zjednodusi, pokud je funkce symetricka. Pokud je suda, tak ze vzorcu
vyplyva, ze bude mit pouze kosinové slozky. Pokud je lichd, tak bude mit pouze sinové slozky.
Fourierova fada se ¢astéji vyjadiuje v komplexnim tvaru. Harmonické funkce se pomoci Eulerovych

vztahi daji vyjadrit jako komplexni exponenciely.

Z cpe?™t (6.16)
k=—0o0
1 T
:T/f@ymwt (6.17)
0

Zajimavou otézkou je konvergence fady k dané funkci. Problémy nastavaji pouze v bodech nespo-
jitosti ¢ili skocich. Tam se objevuji prekmity. Nazyva se to Gibbsuv jev.

6.6 Periodické rozsireni funkce

I neperiodické funkce se daji vyjadiit pomoci Fourierovy fady. Nejprve se vSak musi periodicky
rozsifit ¢ili udélat periodické opakovani. Potom mutzeme provést vypocet. Muze byt pozadovano,
aby Fourierova fada byla sinova nebo kosinova. Funkci je tedy nejdfiv nutné predélat na lichou
nebo sudou a poté periodicky rozsifit. Toto bude demostrovdno na fuknci f(¢) = t na intervalu
<0,1>.

e liché rozsifeni - ¢t na intervalu < —1,0 >

e sudé rozsifeni - —t na intervalu < —1,0 >

6.7 Literatura

[1] Priicha L., Rady, skriptum FEL CVUT, 1996
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Diferencialni rovnice

7.1 Presné zadani

Obycejné diferencidlni rovnice 1. fadu

Metoda separace proménnych

Linedrni rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty

Variace konstant a metoda odhadu

Vyuziti Laplaceovy transformace pro feSeni soustavy difrencialnich rovnic

7.2 Obycejné diferencialni rovnice 1. fadu
Obycejna diferencialni rovnice 1. fadu je implicitni funkce, ktera spliuje.
F(z,y,y) =0 (7.1)

Je obycejnd, protoze se derivuje pouze podle jedné proménné. Opakem by byla parcialni diferenci-
alni rovnice. Je 1. fadu, protoze se zde vyskytuje pouze 1. derivace. Reseni takové rovnice odpovida
feSeni Cauchyovy tlohy.

y = f(z,9),y(z0) = % (7.2)
Zde se zavadi pocatecni podminka, protoze pfi integraci je mozné ziskat nekoneéné feseni lisicich se
o konstantu. Jejich pocet je roven fadu diferencialni rovnice. Cauchyova tloha je Fesitelna, pokud

f je spojitda na I x J,xg € I,yp € J. Pokud je tam navic g—i omezena, tak na I'cI je Teseni

jednoznacné. Rozeznavame dva zakladni typy rovnic 1. fadu, na kterych si ukdzeme podminky pro
jednoznacné feseni.

o f(z,y) = g(x)h(y) - staci spojitost g, h, h’

e f(z,y) = p(x)y + q(x) - staci spojitost p, g

7.3 Reseni rovnic 1. radu

, . v w7 , v , . v v dy __
Prvni typ rovnic se fesi pomoci metody separace proménnych. Rovnice se ptepiSe do tvaru 2 =

g(x)h(y) a potom se integruje.

/h(ly)dy = /g(x)d:v +c (7.3)
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Konstanta c¢ se dopocita podle poc¢atecni podminky.
6$
1+e”

/ 1
1+e)yy =e"y(0)=1= /ydy = / dr +c= §y2 =In(1+e")+¢(74)

1 1
Ezln2+c:>c:§—ln2(7.5)

Druhy typ rovnice je rovnice, kterd je nehomogenni, protoze ma pravou stranu nezavislou na y.
Pokud se prava strana vynechd, tak se rovnice stane homogenni a dé se feSit sepraci promeén-
nych. Dostaneme tak obecné feseni. ReSeni nehomogenni rovnice se nazyva partikuldrni. Kdyz
se obé Teseni seCtou, tak dostaneme feSeni celé diferencialni rovnice. Pti separaci proménnych se
konstanta ¢ nedopocitava, ale povazuje se za funkci. Tato metoda se nazyva variace konstanty.
Reseni homogenni rovnice s funkei ¢ se dosadi do nehomogenni rovnice a tam se aplikuje po¢atecni
podminka.

’

o= 1)y 4y = (20 - 1),9(2) =6 = y(o) = STy (@) = S - )
2(z — 1) (Ct(@lx - (tC($1))2> + Ct@f =222 — 1) = c(z) =t> —t +d,6 = 22 + zdfl = d=1(7.7)

7.4 Linearni rovnice n-tého rfadu s konstantnimi koeficienty
Takova rovnice ma obecny zapis
@Y™ + an_1y™Y 4+ ay +agy = fl) (7.8)
Pro feseni homogenni rovnice se sestavuje charakteristicka rovnice.
A\ + ap A" b a A+ ap =0 (7.9)

Najdou se jeji kofeny a ty se projevi v feseni homogenni rovnice. Rozlisuji se pripady realného a
komplexniho kotene.
e realny kofen A ndsobnosti k - er, ze?® ... gh~leA®

ar

e komplexni kofen a4 73 nasobnosti k - e*® cos Sz, e*® sin Bz, - - -, ¥~ 1e™® cos Bz, ¥~ 1e*® sin Sz

Vsechna tato FeSeni tvofi fundamentalni systém, ktery je zaroven bazi vektorového prostoru fe-
Seni diferencialni rovnice. Obecné feseni je tedy urceno linearni kombinaci prvkt fundamentalniho
systému.

Y 4y =0=>N4A=0=N=01=y(t)=A+ Be™® (7.10)

7.5 ReSeni nehomogennich rovnic n-tého radu

Zakladni a univerzalni metodou feSeni je metoda variace konstant, ktera je obdobou variace
kostanty. Celé to vede na nasledujici soustavu rovnic.

Y Y e Y C/ X 0
L ' e | (7.11)
y%n—l) yén_l) C. ygn_l) Cln(‘r) %:)
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Determinant matice je vzdy nenulovy, proto ma soustava jednoznacné feseni. Determinant se
nazyvé Wronskian. Nejlépe se soustava fesi Cramerovym pravidlem. Jeho ¢leny jsou prvky fun-
damentalniho systému. Vysledkem jsou derivace funkci konstant. Jejich integrace se dosadi do
ptvodni rovnice a aplikuji se poc¢ateéni podminky. Existuje jednodussi metoda zvanid metoda
odhadu, ale da se pouzit pouze na specialni tvar pravé strany rovnice. Ten musi mit tvar kvazi-
polynomu.

f(z) = e*(P,,(x) cos fx + Q,(z) sin fz) (7.12)

Pokud je a4+ 33 korenem charakteristické rovnice nasobnosti k, tak se partikularni feseni hleda ve

tvaru.

2k (P,(x) cos Bz + Qy(x) sin fx) (7.13)

Polynomy ve vztahu maji nezndmé koeficienty a jsou stupné ¢ = max(m,n). Pokud mé prava
strana tvar souctu kvazipolynomt, tak se feseni odhaduje oddélené a partikularni feseni je jejich
soudet podle principu superpozice. Reseni bude demostroviano na rovnici y, +y = 4dzxe™*, jejiz
charakteristickd rovnice ma kofen A\ = —1.

~

j(x) = 2(a12 + ag)e ™,y (x) = (—art? + (241 — ag)t + ag)e™ (7.14)

Tato soustava se vyfesi pro koeficienty polynomu a pak se aplikuje poc¢atecéni podminka.

7.6 Vyuziti Laplaceovy trasformace na soustavu rovnic

Laplaceova transformace je definovana vztahem

F(p) = /O ¥ fx)edx (7.15)

Pro feseni soustav diferencidlnich rovnic maji nejvétsi vyznam vzorce pro obraz derivace a inte-

gralu.
L[f (z)] = pF(p) — f(0+) (7.16)
LIf‘n)(2)] = p"F(p) = p" " f(04) — - = pf" 2 (0+) — f*V(04)
(7.17)
t _Fw)
L { /0 f(u)du] == (7.18)

Transformaci se soustava diferencidlnich rovnic pfevede na soustavu algebraickych rovnic, ktera se
uz dé lépe Tesit. po nalezeni feSeni je potieba provést zpétnou transformaci. Ta se dobie provadi
pro racionalni funkce, které se rozkladaji na parcidlni zlomky. Pak se vyuZiji nasledujici identity.

1
L[e™] = = L l ] = ™ (7.19)
p—a p—a
n! 1 e
L n,ar] _ L*l = 720
= o ] = (7:20)
p . w
L[COSW.I'] = W,L[Slnw.r} = m (721)

Posledni dva vzorce se vyuzivaji, pokud parcidlni zlomky maji ve jmenovateli kvadraticky trojclen.
Pomoci tprav se da dostat k obrazu sinu a kosinu.
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Kapitola 8

Mechanika

8.1 Presné zadani

Rychlost, zrychleni, hybnost, sila, Newtonovy zakony

Kinematika a dynamika hmotnych bodt a tuhého télesa

Pohybovéa rovnice a jeji feseni

Otécivy pohyb, moment sily,hybnosti,setrva¢nosti

Préce a energie

Mechanické zakony zachovani

8.2 Kinematika a dynamika hmotného bodu

Kinematika se zabyva pohybem hmotného bodu, coz je fyzikalni fikce objektu, ktery ma nekonecné
malé rozméry a nenulovou hmotnost. Tato fikce se ale ukazuje dobrym modelem, pokud studujeme
napi. pohyb tenisového micku po kopci. Kfivka, po které se bod pohybuje se nazyva trajektorie
nebo castéji draha. Tato draha je vektorova veli¢ina, protoZze ukazuje smér pohybu hmotného
bodu. Zavadi se pojem okamzita rychlost.

v = lim ar_dr_ @r [m - s71] (8.1)

At—0 At dt  dt
Tato veli¢ina popisuje zménu elementarni drahy za elementarni cas. Je to vektor, ktery je tecny
k trajektorii. Vzhledem ke své vektorové povaze je mozné ho rozlozit na slozky a zavadi se tak
okamzité rychlosti v jednotlivych smérech soutfadnic. Pokud zndme rychlost, tak mtizeme urcit

drahu.

t
Ar = / " vdt[m] (8.2)
t1
Déle se zavadi veli¢ina zrychleni.
dv d°r )
S e P 8.3
a=— = slm- s (8.3)

Zrychleni je také vektor, ale vétsinou se do slozek ve sméru soufadnych os nerozklada. Vice se

pouzivé rozklad na teénou a normalovou slozku.
dvvy  dv dvy
= = —Vot+uv—— 8.4
e dt "7 dt (8.4)
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Prvni ¢ast je tecnd k trajektorii, a proto ji nazyvame te¢né zrychleni. Druhé ¢ast je normaélové
zrychleni. K libovolnému bodu trajektorie je mozné urcit oskulacni kruznici kterd charakterizuje
jejl kfivost. Normaélové zrychleni je na kruznici kolmé, tedy miii do stfedu. Doposud se hmotny bod
pohyboval po néjaké trajektorii, ale on muize také rotovat kolem osy. To nazyvame otacivy pohyb.
Popisuje se analogicky jako v pfedeslém piipadé pomoci tthlové rychlosti a tthlového zrychleni.

Cde, Ly dw e,
o=l he =gy = gl

Jsou to také vektory a sméfuji ve sméru osy v kladném smyslu otaceni. Dynamika se zabyva

(8.5)

pfi¢inami pohybu hmotného bodu a uvazuje jiz jeho hmotnost. Aby se bod mohl pohybovat, tak
na néj musi pusobit n&jaka sila. Muze se jednat o gravitaci, tfeni atd. Sila udéli bodu uréitou
rychlost v zavislosti na jeho hmotnosti. To charakterizuje veli¢ina hybnost.

p=mv[Kg-m-s ] (8.6)
Celd dynamika je zaloZena tiech zékladnich Newtonovych zikonech.

e zakon setrvacnosti - Téleso zlistava v klidu nebo v rovnomérném primocarém pohybu, pokud
na néj nepusobi zadné sila.

e zékon sily - F = ma = %’[N ]. Zrychleni bodu zavisi na ptisobici sile a hmotnosti bodu

!
e zakon akce a reakce - F = —F . Dva body na sebe ptisobi opa¢nymi stejné velikymi silami,
které soucasné vznikaji a zanikaji.

Tyto zakony plati pouze v inercialni soustavé, na kterou neptisobi vnéjsi sila. P¥i otac¢ivém pohybu
se definuji analogické pojmy moment sily a moment hybnosti, které uvazuji vzdalenost bodu
od osy otaceni a smér pusobici sily.

M=rxF[N -m],b=rxp[Kg-m? s (8.7)

8.3 Mechanika soustavy hmotnych bodu a tuhého télesa

Studium soustavy hmotnych bodu je analogické situaci s jednim hmotnym bodem. Takovou ana-
logii je Prvni impulsova véta

dp d &

dt  dt ; o (8:8)
To znamend, ze kazdy hmotny bod ma svoji hmotnost a hybnost, ale celd soustava se chova
jako jeden hmotny bod umistény ve stfedu hmotnosti soustavy. Je nutné poznamenat, ze sily
pusobi pouze zvendi. Sily vnitini se anuluji. Souradnice stfedu hmotnosti se urc¢i ze vzorce ry =

% 2?21 m;r; Déle existuje Druha impulsova véta, ktera popisuje rotaci.

db d &
M,=—=—>r; Vi 8.9
pm dtizlr X MV (8.9)

Opét se zde uvazuji pouze momenty vnéjsich sil. Celd soustava se da popsat pomoci jediného
hmotného bodu, ale neni to popis jednoznacny, protoze zalezi na volbé momentového bodu, ke
kterému momenty hybnosti vztahujeme. Soustava hmotnych bodu je spocetnd mnozina bodi.
Pokud tato mnozina bude nespocetnd, tak mluvime o tuhém télesu. Tuhé téleso muze vykondvat
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transla¢ni a rotac¢ni pohyb. Existuji vSak zajimavé podminky, za kterych je té€leso v klidu. Tyto

podminky se nazyvaji rovnovaha sil a rovnovaha momentu.

1=0

=0

U soustavy hmotnych byl zaveden pojem stfed hmotnosti. To samé plati pro tuhé téleso. Pouze
suma prechazi na integral.

1
rS:——l/gde (8.11)
m Jv

V definici se objevuje hustota a objem télesa. U tranla¢niho pohybu byla definovana hmotnost,
ktera charakterizuje setrvacné vlastnosti télesa, tedy obtiznost udéleni uréitého zrychleni. U ro-
ta¢niho pohybu existuje analogie, ktera se nazjvd moment setrvacnosti. Ukdzeme si definici
pro hmotny bod i pro tuhé téleso.

Ji=mg?, J :/ r?odV (8.12)
v

Zalezi nejen na hmotnosti bodu, ale také na vzdalenosti od osy otaceni. Moment setrvacnosti tedy
charakterizuje obtiZznost roztoceni télesa s urcitym zrychlenim podle pohybové rovnice rota¢niho

pohybu.

db
M= Jc=—— 8.13

Pomoci momentu setrvac¢nosti se novym zpusobem definuje moment hybnosti b = Jw. Pohybova
rovnice pro transla¢ni a rota¢ni pohyb tvofi zaklad pro reseni iloh z mechaniky. Pti znalosti
pusobici sily nebo momentu sily dokdzeme vypocist budouci stav mechanické soustavy. Protoze
jsou to diferencialni rovnice druhého fadu, tak se udavaji dvé pocateéni podminky. MuZe to byt
pocatecni poloha a rychlost nebo pocatecni faze a thlova rychlost.

8.4 Prace a energie

Pokud ptusobi sila hmotny bod, tak koné praci.
A:/Fdﬂﬂ (8.14)
C

Protoze se zde vyskytuje skaldrni soucin, tak je jasné, Zze normélova slozka sily praci nekoné. Dale
se zavadi pojem energie.

—AW =4 (8.15)

Pii vykonani prace klesa energie soustavy. Energie se rozdéluje na kinetickou a potencialni.
Pokud se praci zméni rychlost télesa, tak mluvime o energii kinetické. Podle charakteru pohybu ji
miizeme rozdélit na enegii transla¢niho a rota¢niho pohybu. Plati pro né nasledujici vztahy.

Wy = 1mv2, Wy = leQ (8.16)
2 2
Potencialni energie se projevuje pii zméné polohy télesa vzhledem k jinému. Mtze mit mnoho
podob. Nejcastéji o ni mluvime v souvislosti s pojmem pole. V mechanice to je pole gravitacéni,
které kolem sebe vytvaieji hmotna télesa. Je to pojem relativni, protoze zavisi na referenénim
bodé, ke kterému potencialni enegii vztahujeme. Celkova energie soustavy je ddna sou¢tem energie
kinetické a potencialni.
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8.5 Zakony zachovani v mechanice

Zachovani energie

Soucet kinetické a potencidlni energie je konstantni. Pokud potencidlni enegie klesa, tak roste
kineticka. Ptikladem miize byt padajici mié¢, ktery postupné nabiré rychlost. Toto je zcela obecny
princip, podle kterého energie pouze méni svou formu, ale neni ji mozné vytvorit.

Zachovani hybnosti

V izolované soustavé, na kterou nepiisbi vnéjsi sila plati.

_dp
Cdt

Hybnost soustavy se neméni. Timto 1ze napt. vysvétlit nepruzné srazky, kdy jedna koule se zastavi

F=0 = p = konst (8.17)

narazem do jiné koule, kterd ma potom stejnou hybnost jako prvni koule.
Zachovani momentu hybnosti
V izolované soustavé, na kterou neptisobi momenty vnéjsich sil plati.

db

M:O:E = b = konst (8.18)

Moment hybnosti soustavy se tedy neméni. Tim lze napf. vysvétlit, pro¢ se na rotujicim disku
kulicka blize stfedu pohybuje rychleji nez kulicka na obvodu. Tyto tii zdkony jsou zdkladni principy
naseho svéta. Jsou disledkem zakladnich vlastnosti casoprostoru, homogenity a izotropie.

8.6 Literatura

[1] Kubes P., Kyncl Z., Fyzika I, skriptum FEL CVUT, 2003



Kapitola 9

Fyzikalni pole

9.1 Presné zadani

Pojem fyzikalniho silového pole, popis pole pomoci intenzity a potencialu, vztah mezi témito
veli¢inami

Gravitacéni pole a priklady jeho ptsobeni

Elektrické pole ve statickém pfipadé

Stacionarni elektrické pole, elektricky proud a jeho hustota, Jouletv zakon

Vedeni elektfiny ve vodicich, kapalinach a plynech

9.2 Fyzikalni pole

Fyzikalni pole je matematicky model silového ptisobeni mezi objekty. Zdrojem tohoto pole jsou
samy objekty. Pokud se do néjakého bodu v prostoru umisti dalsi objekt, tak ten zdrojovy na néj
bude pusobit silou. Pro dalsi tivahy je dulezité predpokladat, ze druhy objekt je natolik slaby, aby
se jeho silové pusobeni dalo zanedbat. Je zfejmé, Ze silu mizeme definovat v libovolném bodé.
Touto prostorovou zavislosti sily je definovano pole. Sila je vektor, a proto se takové pole nazyva
vektorové. Existuje ale i pole skalarni, které je v prosoru urceno ¢islem. Piikladem vektorového pole
je pole gravitacni a prikladem skaldrniho pole je pole teplotni. Déale se budeme pouze vektorovym
polem, které v kazdém bodé definuje vektor. Sila je v poli definovéana bez ohledu na p¥itomnost
druhého objektu. Protoze sila zavisi na velikosti druhého objektu, tak se zavadi veli¢ina zvana
intenzita. Ta urcuje silového ptisobeni na jednotkovy objekt bez ohledu na jeho pritomnost v poli.
Intenzita se pouziva pro posouzeni silového pusobeni zdrojového objektu. Protoze je to vektor,
tak se v poli znazornuje sipkami zvanymi siloc¢ary jako grafické znazornéni pole. Takovy obrazek je
samoziejmé pouze informacni, protoze Sipky jsou nakresleny pouze v nékterych bodech prostoru.
Pokud se na objekt piisobi silou, tak se mu udéluje energie v zavislosti na jeho velikosti. V poli
je to energie potencidlni. Je to relativni pojem, protoze zavisi na vztazném bodu. Stejné jako v
pripadé intenzity se zavadi energie jednotkového objektu zvanéd potencidl. Mnoziny bodi, které
maji stejny potencial v poli se nazyvaji ekvipotencidlni plochy. Nyni si ukdzeme vzajemny vztah
téchto veli¢in. Z mechaniky je zndmo, ze objekt ziska energii po vykonani prace vnéjsi silou.

Wp:/va-ds:—f;F«ds(Q.l)
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Pr1i vykonani prace se snizuje potencialni energie, protoze se objekt vzdaluje od vlivu zdroje. Podle
vztahu je potencialni energie ekvivalent praci vnéjsi sily pro premisténi objektu do mista, kde je
vliv zdroje nulovy tedy do nekone¢né vzdalenosti. Soucasné je to prace, kterou musi zdroj vykonat,
aby se objekt premistil do oblasti jeho vlivu z referencéni vzdalenosti. Je zfejmé, Zze energie v poli
je zapornd, protoZe je potieba vykonat préaci pro ziskani nulové energie. Stejna rovnice plati pro
intenzitu a potencial.

cp:—/o:I-ds 9.2)

Pro grafické znazornéni je dilezita vzajemnd poloha intenzity a potencialu. Silo¢ary intenzity jsou
kolmé na ekvipotencialy. To ihned plyne z nasledujici rovnice.

I = —grady (9.3)

Intenzita mifi k minimu potencialu. Gradient je vzdy kolmy na plochu. Dalsim dilezitym pojmem
je konzervativni pole. Pouze v ném méa smysl zavadét potencidl. Pii pfemisténi objektu po

uzaviené kiivce se nekona prace neboli

fF-ds:o (9.4)

9.3 Gravitacni pole

V gravita¢nim poli jde o ptuisobeni objektu s hmotnosti. Pfedpokladejme, Ze zdroj je hmotny bod.
Jednotkovy objekt ma hmotnost 1 Kg. Potom plati nasledujici rovnice pro velic¢iny pole.

M M
Newtontiv zakonF = /imTI'(), E = rk—ro (9.5)
r r
M M
W, = —h— = —k— (9.6)
r r

Podle Newtonova zakona je zfejmé, Ze silové ptisobeni ubyva s kvadratem vzdalenosti a je tedy
mozné ho v uréité vzdalenosti jiz zanedbat. Gravita¢ni pole je konzervativni. Gravitacni pole lze
ukazat na ruznych prikladech. Lidé se pohybuji po Zemi kvili gravita¢ni pfitazlivosti. Dalsim
prikladem jsou pohyby planet ve slunecni soustavé. Ty vysvétluji Keplerovy zdkony, které jsou
disledkem Newtonova zékona.

e 1. Kepleruv zakon - Planety obihaji po eliptickych drahach v jejichz ohnisku je Slunce.

e 2. Kepleruv zakon - Plosna rychlost je konstantni.

e 3. Kepleriv zakon - Kvadrat obézné doby je imérny tieti mocniné velké poloosy v elipse
T? = kr3.

9.4 Elektrostatické pole

V elektrickém poli jde o ptisobeni objektu s nabojem. Na rozdil od pole gravita¢niho existuji zdroje
s nabojem kladnym i zapornym tj. proton a elektron. Je to pole konzervativni. Pfedpokladejme,
Ze zdrojem je bodovy néboj. Jednotkovy objekt ma naboj 1 C (coulomb). Potom plati nasledujici
rovnice pro veli¢iny pole.

1
0Ql, 5_ 110l

Coulombiv zékonF = dnes 2 B = (9.7)
1 |q€| 1 1Q

W, =—— el o = 9.8

P Ameg T ¥ Areg T (98)
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Podle Coulombova zakona je ziejmé, ze silové pusobeni ubyva s kvadratem vzdalenosti. Vzhle-
dem k riznym znaménktim naboje existuje sila pritazlivda nebo odpudiva. Naboje stejné polarity
se odpuzuji a naopak. V rovnici se objevuje nova veli¢ina £y zvanad permitivita vakua, které je
specifické naprostou absenci naboju. V jakémkoliv jiném prostiedi mohou existovat naboje pfi pt-
sobeni elektrického pole. Takova prostredi se nazyvaji dielektrika. Vysvétlime si to na ptikladu
dvou kovovych desek, mezi kterymi je olej. V klidovém stavu se atomy oleje jevi jako neutralni ob-
jekty bez naboje. Jakmile se mezi deskami, které nazyvame elektrody objevi elektrické pole, tak
elektrony budou ptitahovany k elektrodé proti sméru elektrické intenzity a protony k elektrodé po
sméru intenzity. Tento jev se nazyva elektricka polarizace, kdy se nabité ¢astice orientuji podle
vnéjsiho pole, které vzniklo pfiloZzenim napéti na elektrody. Soustavu elektrod mizeme povazovat
za kondenzator. Pieskupenim ¢astic vzniklo nové pole vazanych néboji, které je orientovano
opacné nez vnéjsi pole. Nasledkem toho je pole v dielektriku slabsi nez pole ve volném prostoru.
Toto oslabeni urcuje relativni permitivita materidlu ¢ = ¢ge,.. Kviili polarizaci se zavadi veli¢ina

elektricka indukce, kterd popisuje celé elektrické pole.
D=cE+P=cE (9.9)

V definici intenzity se objevuji volné nadboje a kvili polarizaci vznikaji naboje vazané. Dohromady
tvori celkovy naboj, ktery se vztahuje k indukci. P¥i znalosti naboj dokazeme prislusnou veli¢inu
urcit podle Gaussovy véty.

ng-ds_Qc,ng.ds_g),fgp.ds_@v (9.10)

V prikladu dielektrika byla fe¢ o kondenzatoru. Ten je pouzivan pro schopnost akumulace elektrické
energie. Pfi znalosti pfilozeného napéti dokazeme urcit naboj, ktery se na objevi pomoci kapacity

Q=CU.

9.5 Stacionarni elektrické pole

Zdrojem elektrostatického pole jsou nepohyblivé naboje. P¥i ptisobeni elektrického pole se ale
za¢nou pohybovat. Pokud je tento pohyb rovnomérny, tak mluvime o stacionarnim elektrickém
nebo proudovém poli. Pohybujici se ndboje vytvareji elektricky proud definovany jako ¢asovou
zménu naboje I = ‘2—?. Ten je ekvivalentem néboje a plati rovnice tvarem analogickd Gaussoveé
vete.

I:/J-dS (9.11)

S

Zde se objevuje proudova hustota, ktera vyjadiuje plosnou hustotu proudu a také urcuje smér

toku naboji. Dilezitym principem v elektrickém poli je zdkon zachovani naboje, podle kterého se
naboj nemuze vytvorit ani ztratit. Matematicky to formuluje rovnice kontinuity.

__dq
fSJ s = -2 (9.12)

V teorii elektrickych obvodi maji velky vyznam Ohmutv a Jouledv zakon v diferencidlnim a pfe-

devsim integralnim tvaru.

J=0E,U=RI (9.13)
p=J-EP=UI (9.14)
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Ohmiv zdkon fika, ze elektrony se ve vodi¢i nepohybuji beze ztrat, ale je nutné vykonat praci
v zavislosti na konduktivité resp. odporu materialu. Joulev zédkon fiké, ze kvili témto ztratam
se material ohfiva a vznikd urcity vykon. Dal$imi dilezitymi poznatky pro teorii obvodl jsou
Kirchhoffovy zakony.

e Soucet proudi v uzlu je nulovy. To je dusledek rovnice kontinuity, protoZe naboj se nemuze
ztracet.

e Soucet napéti na obvodovych prvcich podél uzaviené smycky je roven napéti vnéjsiho zdroje.
Aby obvod fungoval, tak se musi vybavit napajecim zdrojem. Prace vykonana po uzaviené
smycce neni nulova, a proto proudové pole neni konzervativni.

9.6 Vedeni elektiiny ve vodicich, kapalinach a plynech

Kovy maji krystalickou strukturu. Elektrony pfi pohybu narazeji na atomy mtizky a brzdi se. Toto
vede k zavedeni elektrického odporu. Ve skutecnosti se nejedna o srazky ve smyslu mechaniky ale
o vychyleni z drahy kvuli ptisobeni elektrickych poli. Srazky se fidi statistikou, podle které je
smeér vychyleni ndhodnd zalezitost. Vnéjsi elektrické pole ma ale stale stejny smér, a tak se pohyb
elektroni neustdle usmérnuje. Takovy pohyb se nazyva drift a pohyb atom miizky se nazyva
tepelny.

Kapaliny jsou velmi Spatné vodice. Pokud se prida néjaka pfimés, tak jiz mohou dobie vést elek-
tricky proud. Vysvétlime si to na vodé s pfimési chloridu sodného. Pfi promichani dochazi k
disociaci chloridu ¢ili k rozpadu na ionty. Ionty maji ndboj a vznika tak elektrické pole a snazi
se znovu vytvorit molekulu chloridu, protoze iontova vazba je velmi silnd. Vytvari se substance s
vyrovnanym procesem disociace a rekombinace zvana elektrolyt, ktery vede proud. Po prilozeni
elektrod se kationty pohybuji ke katodé a anionty k anodé. Pro kapaliny plati dva Faradayovy
zakony elektrolyzy.

e Mnozstvi latky vyloucené na elektrodé je timérné proslému naboji m = AQ.

M

e Elektrochemicky ekvivalent zavisi na materialu elektrolytu A = ;'

Plyny nejsou vodivé, protoze vSechny atomy jsou neutralni. Aby prestaly byt neutralni, tak je nutné
prekonat vnéjsi praci pritazlivé sily mezi elektrony a protony. Tomuto procesu se rika ionizace
a v plynu dochéazi k vyboji. Je zfejmé, ze nabité Castice vytvareji elektrické pole, ale snazi se
rekombinovat. Pokud se kona vnéjsi prace, tak se vyboj nazyva nesamostatny. Pii prekroceni
zapalného napéti se Castice urychli natolik, Ze ionizuji ostatni atomy. Existuje ¢tvrté skupenstvi,
které je neustale ionizované. Nazyva se plasma.

9.7 Literatura

[1] Kubes P., Kyncl Z., Fyzika I, skriptum FEL CVUT, 2003



Kapitola 10

Elektromagnetické pole

10.1 Presné zadani

Maxwellovy rovnice v diferencidlnim a integralnim tvaru

Vysvétleni na jednoduchych piikladech - nabita koule, vodi¢ s proudem

Sila, energie a hustota energie

Pohyb ¢astic v silovych polich

Elektrické a magnetické vlastnosti latek

10.2 Maxwellovy rovnice

Maxwellovy rovnice jsou naprostym zikladem elektromagnetického pole. Jakykoliv problém vy-
chazi z jejich feSeni. V nizkofrekvenénim poli se uvadéji v integralnim tvaru, protoze popisuji
celkovy charakter pole.

e Gaussova véta elektrostatiky fs D-dS = @ - Zdrojem elektrického pole jsou naboje, a proto
je pole ztridlové.

e Gaussova véta magnetismu fs B - dS = 0 - Magnetické naboje neexistuji. Magnetické pole
je virové s uzavienymi silocarami.

e Ampériv zakon celkového proudu fl H-dl=1+ %—‘f - Zdrojem cCasové proménného virového
magnetického pole jsou elektrické proudy a ¢asové proménné elektrické pole tvorené vazanymi
naboji.

e Faradaytuv indukéni zakon fl E-dl= f%—‘f - Zdrojem c¢asové proménného virového elektric-
kého pole je ¢asové proménné magnetické pole. Orientace poli je opac¢na.

Tato soustava rovnic sama o sob€ nestaci. Pfipojuji se jesté materialové vztahy, rovnice kontinuity a
Lorentzova sila. Pti feSeni problémi elektromagnetickych vln se Maxwellovy rovnice modifikuji do
diferencialniho tvaru, protoze popisuji lokalni charakter pole. Tento prevod je zalozen na aplikaci

Gaussovy a Stokesovy véty.

divD = o (10.1)
divB = 0 (10.2)
oD
tH=J 4+ — 10.3
ro + T ( )
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0B
tE = ——— 10.4
TO 5 (10.4)

10.3 Jednoduché priklady

Vypocet elektrické intenzity nabité koule je jednoduchy problém na aplikaci Gaussovy véty elek-
trostatiky. Ze symetrie je zfejmé, Ze vektor intenzity je kolmy na kulovou plochu, na které je
konstantni, protoze ekvipotencidly jsou koncentrické koule. Ptivodni integrél se velmi zjednodussi
na vypocet povrchu koule.

1 Q

Q
— = F = — 10.5
€0 4rreg r? ( )

j[E-dS:E%dS:EzLWQ:
S S

Tim je vyfeSena intenzita kolem koule. Zbyva feSeni uvnitt koule. Je znamo, ze ndboje se vyskytuji
na povrchu télesa. Uvnitf tedy zadné naboje nejsou, a proto je tam intenzita nulova. Maximum
intenzity je tedy na povrchu koule. Vypocet magnetické intenzity valcového vodice protékaného
proudem je jednoduchy problém na aplikaci Ampérova zakona. Ze symetrie je zfejmé, Ze intenzita
bude konstantni na valcovych plochach, ke kterym je tecna. Integral se tak zjednodussi na vypocet
délky kruznice.

j{H-dI:H?{dl:H%r:I:HLI:I (10.6)

l l 2mr
Toto je Teseni pro vnéjsi prostor. Zbyva feseni uvnitt vodice. Elektrické proudy tecou v celém
objemu vodice. Pokud se hleda intenzita na néjaké vnit¥ni kruznici, tak se uvazuje pouze Cast
proudu.
H.dl=1" -1 10.7
7{ N 7TR2 = 27 R? (10.7)

To je linearni pribeéh, ktery dosahuje maxima na povrchu vodice. Uréeni sméru magnetické inten-
zity vychézi z Biot-Savartova zékona.

I j{dlxro (10.8)

H= —
4 72

Toto je matematicky zapis pravidla pravé ruky. Vektor intenzity méa smeér vektorového soucinu
vektoru elementarniho tseku a vodice a jednotkového vektoru spojnice s bodem, kde pole pocitame.
Tlustrace obou pfikladi je na obr.(10.1).

Obrazek 10.1: Nabita koule a valcovy vodi¢ protékany proudem
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10.4 Sila a energie

Sila v elektromagnetickm poli je definovana Lorentzovou silou.
F =¢E + ¢(v x B) (10.9)

Je to sila piisobici na ndboj a mé obecné slozku elektrickou i magnetickou. Elektrickd intenzita
naboj urychluje ve sméru vektoru. Magneticka sila je kolmé na smér rychlosti ndboje. Nemiize
konat praci, a proto ho neurychluje. Pouze zakfivuje trajektorii pohybu, protoze magneticka in-
dukce kvili uzavienosti silocar neustale méni smér. Ve specialnich pfipadech mtze byt néktera
slozka sily nulova. Dulezité pfiklady silového pusobeni jsou tlohy s elektrickym a magnetickym
dipdlem. Elektricky dipdl tvoii dva opa¢né naboje blizko sebe. Kiili riznym nabojim je mezi nimi
elektrické pole. Vnéjsi pole je jinak orientované a pusobi na dipdl momentem sily.

M=rxF=1xQE=pxE (10.10)

Zde se zavadi elektricky dipélovy moment. Vnéjsi pole se snazi natocit dipdl do sméru elektrické
intenzity, protoze tam je kvili rovnobéznosti vektort moment sily nulovy. Magneticky dipdl je
mala smycka, kterou protéka proud. Vnéjsi magnetické pole je jinak orientované a ptisobi na dipdl
momentem sily.

M=1xF=1x1I(1xB)=1IS xB=m x B(10.11)

Zde se zavadi magneticky moment. Vnéjsi pole se snazi natocit smycku tak, aby vektory byly rov-
nobézné tedy kolmo na silo¢ary. Disledkem silového ptisobeni na dipdly je elektricka a magneticka
polarizace materidlu. Elektromagnetické pole prenasi energii. Jeji vypocet je obecné velmi slozity
v zavislosti na konkrétni situaci. Proto se zavadi pomocny pojem hustota energie, ktery popisuje
energii lokdlné v elementidrnim objemu.

1 1
w=;E-D+ H-B (10.12)

Prvni ¢ast je hustota elektrického pole a druhé ¢ast je hustota magnetického pole. Celkova ener-
gie se uréi objemovou integraci hustoty. Jednoduchymi ptiklady, kdy energii lze lehce urcit jsou
zakladni obvodové prvky kondenzator a civka, které se pouzivaji jako akumulatory elektrické a

magnetické energie.
1 1
W, = §CU2, W, = §LF’ (10.13)

Mirou akumulované energie jsou parametry kapacita kondenzatoru a indukénost civky.

10.5 Pohyb castice v elektromagnetickém poli

Pri feSeni se vychazi z Lorentzovy sily. Rozlisujeme t¥i jednoduché piipady.

e Stacionarni elektrické pole - Na ¢astici ptisobi pouze konstantni elektricka sila. Vysledkem
je rovnomérné zrychleny pohyb po pfimce ve sméru intenzity. Urychlovani neni nekonecéné,
protoze pri vysokych rychlostech se musi uvazovat relativistické jevy.

e Stacionarni magnetické pole - Na Céstici pusobi pouze magnetické sila. ProtoZze je na smér
pohybu kolmé, tak neméni rychlost. Kvili zakfiveni drahy se ¢astice pohybuje po kruznici.

e Stacionarni elektromagnetické pole - Na &astici ptisobi elektricka i magneticks sila. Céastice
se tedy pohybuje soucasné po primce i kruznici. Superpozici vznika sroubovice se stoupanim
ve sméru elektrického pole.
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10.6 Elektrické a magnetické vlastnosti latek

Vlastnosti materialu se posuzuji podle permitivity, konduktivity a permeability. Permitivita se
tyka dielektrik. Takové materialy podléhaji elektrické polarizaci. Ta spociva v nataceni elektric-
kych dipolt do sméru vnéjsiho elektrického pole. Tim se zesiluje elektrické pole. Dielektrika se
déli na paraelektrika a feroelektrika. U paraelektrik se po vypnuti pole latka depolarizuje zatimco
u feroelektrik tento stav pretrvava. Toho se vyuziva u elektretovych mikrofona. Dielektrika se
pouzivaji jako izolanty nebo vypli kondenzatort.

Podle konduktivity se materialy déli na nevodice, polovodice a vodice. Nevodic¢e nevedou elektricky
proud. Jsou to vét§inou izolanty. Vodice maji vysokou konduktivitu o, = 5.8 x 10° a pouzivaji
se pro vedeni elektrického proudu. Ptikladem je méd a hlinik. Polovodi¢e se mohou chovat jako
vodice i nevodice. Konduktivita u nich zavisi na teploté, sméru prutoku proudu atd. PN pfechod
u diody muze byt polarizovan propustné i nepropustné.

Podle permeability se materidly déli na diamagnetika, paramagnetika a feromagnetika. U diamag-
netik je relativni permeabilita mensi nez jedna. Magnetické diplové momenty se vykompenzuji a
ani vnéjsi pole to nezméni. Ve vysledku se tak magnetické pole zeslabuje. Prikladem jsou vzacné
plyny. U paramagnetik se momenty nevykompenzuji, a proto trochu zesiluji pole. Piikladem je
mangan a platina s relativni permeabilitou vétsi nez jedna. Feromagnetika maji vysokou relativni
permeabilitu az 10000. Magnetické pole se velmi zesiluje a tento stav se zachova i po vypnuti
vnéjsiho pole. Prikladem je Zelezo, kobalt a nikl. Feromagnetika se vyuzivaji pfi vyrobé magneti.

10.7 Literatura

[1] Kubes P., Kyncl Z., Fyzika I, skriptum FEL CVUT, 2003



Kapitola 11

Analyza elektrickych obvodu

11.1 Presné zadani

e Obvodové prvky - rezistor, kapacitor, induktor a vazané induktory

e Obvodové rovnice - Kirchhoffovy zakony, smyckové proudy a uzlova napéti

11.2 Obvodové prvky

V elektrickych obvodech se rozlisuji t¥i zakladni obvodové prvky: rezistor, kapacitor a induktor.
Nejprve za¢neme rezistorem. Ten modeluje nevratnou prfeménu energie na teplo. Z modelu vedeni
elektrického proudu je zndmo, 7e kazda latka ma néjaky odpor a prichodu proudu se bréani.
Vlastnost odporu je popisovana rezistorem pomoci Ohmova zékona.

u=Ri (11.1)

Této zavislosti se fika voltampérova charakteristika. V obvodové analyze se predpokladé, ze je
tato zavislost linearni, coz je samoziejmé velmi zjednodusené. Miru tepelnych ztrat urcéuje Jouleiv
zakon pomoci vykonu.

P=ui (11.2)

Dalsi zékladni soucastkou je kapacitor. Ten se pouziva jako akumulator energie elektrického pole.
Po pripojeni napéti se na jeho elektrodach objevi ndboj a mezi nimi elektrické pole. Tato zavislost
je popsana voltcoulombovou charakteristikou, kde konstantou timérnosti je kapacita.

Q= Cu (11.3)

Predpoklad linearity je opét velkym zjednodusenim. V obvodové analyze se ale s nabojem nepra-
cuje. Napéti a proud se urc¢i podle nasledujicich rovnic.

i = O‘f;; (11.4)
= é/z’(t)dt +u.(0) (11.5)

Z prvni rovnice plyne, ze kapacitor se ve stejnosmérnych obvodech chova jako rozpojeny kontakt
s nulovym proudem. Ve druhé rovnici je vidét schopnost akumulace elektrické energie, protoze
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kapacitor na sobé mize mit zbytkové napéti i bez vnéjsiho zdroje. Akumulovana energie se urci z

rovnice.

W = ;CUZ (11.6)

Posledni zakladni souc¢astkou je induktor. Ten se pouziva jako akumuldtor energie magnetického
pole. Pfi prichodu proudu induktor kolem sebe vytvari magneticky tok. Tato zavislost je popsana
ampérweberovou charakteristikou, kde konstatou imérnosti je indukcnost.

®=Li (11.7)

Predpoklad linearity je opét velkym zjednoduSenim. V obvodové analyze se ale s magnetickym
tokem nepracuje. Napéti a proud se urci podle nasledujicich rovnic.

= Lfii (11.8)
i = z/u(t)dt + i (0) (11.9)

7 prvni rovnice plyne, ze induktor se ve stejnosmérnych obvodech chova jako zkrat s nulovym
napétim. Ve druhé rovnici je vidét schopnost akumulace magnetické energie, protoze induktorem
muze prochazet zbytkovy proud i bez vnéjsiho zdroje. Akumulovana energie se urc¢i z rovnice.

1
W = §Li2 (11.10)

Protoze je magnetické pole z¥idlové, tak magnetické silo¢ary od jednoho induktoru prochéazeji i
druhym induktorem. Zavadi se pojem vazané induktory. Pies magneticky tok se v druhém
induktoru vybudi proud v zavislosti na vzajemné indukénosti.

M = ky/L, Ly (11.11)

V rovnici se objevuje ¢initel vazby, ktery nabyva hodnot v intervalu < 0,1 >. Pfi jednicce cely
magneticky tok prochézi i druhym induktorem. P¥i nule neprochazi zadny tok. Uvedeme si pouze
vzorce pro napéti na jednotlivych induktorech. Vzorce pro proudy také existuji, ale vzhledem ke
slozitosti se moc nepouzivaji.

diy diy dig diq

w=L1—*tM—7 uy=Lo— L+t M— (11.12)

dt dt dt dt
Napéti se mtize projevit kladné nebo zaporné. Zalezi na orientaci vinuti induktort. Pri souhlasné
orientaci se napéti pri¢ita a pri opacné se odecita. Nasleduje rovnice pro energii.

1 1

W = §L1[12 + 5L21§ + MILI, (11.13)

U kapacitorti neexistuje jejich vazana forma, protoze elektrické pole je ziidlové.

11.3 Obvodova analyza

Slozité obvody je nékdy mozné zjednodusit a usnadnit tak jejich feseni. Ukazeme si nékteré za-
kladni principy v obvodech s rezistory, protoze pro jiné sou¢astky je to analogické. Casto se objevuje
déli¢ napéti a déli¢ proudu viz obr.(11.1).
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Obrazek 11.1: Déli¢ napéti a proudu

Deéli¢ napéti jsou dva sériové zapojené rezistory, kterymi prochazi stejny proud. Cilem je nalezeni

vzorce pro napéti na prvnim rezistoru.
v, U, IR, R
U U+U, IR +IRy, Ri+ Ry

Déli¢ proudu jsou dva rezistory zapojené paralelné, na kterych je stejné mapéti. Cilem je nalezeni

(11.14)

vzorce pro proud prvnim rezistorem.

L L i Ry
L — 1 = 11.15
I L+l f+5 Ri+R —_—

Déle se vyuzivd Théveninuv a Nortonuv teorém. Podle Thévenina se dé linearni aktivni dvoj-
pol vzhledem k néjakym svorkam nahradit zdrojem napéti naprazdno a sériovym odporem po
vyjmuti nezavislych zdroji. Podle Nortona se da linearni aktivni dvojpdl nahradit vzhledem ke
svorkdm zdrojem proudu nakratko a paralelni vodivosti po vyjmuti nezévislych zdroji. Ukazeme
si nejéastéjsi priklad pouziti Thévenina viz obr.(11.2).

Obrazek 11.2: Pouziti Théveninova teorému

Napéti naprazdno je rovno napéti na paralelnim rezistoru a ndhradni odpor je roven paralelni

kombinaci obou rezistoru.
Ry R R Ry
Ri+R " Ri+R,

Déle se casto vyuzivaji Kirchhoffovy zakony.

U =U (11.16)

e Soucet proudi v uzlu je roven nule
e Soucet napéti na soucastkach podél utaviené smycky je roven napéti vnéjsiho zdroje.

Jejich vyznam se ukéze pii sestavovani obvodovjch rovnic. Poslednim vyuzivanou metodou je
princip superpozice. Pokud je v obvodu vice zdroji, tak se analyza mize provadét vzdy pri
jednom zdroji a vysledky secist. Zdroje napéti se nahrazuji zkratem a zdroje proudu rozpojenymi
svorkami.

11.4 Obvodové rovnice

Pii fesenti slozitych obvodu se sestavuji obvodové rovnice, které jsou univerzalni a nevyzaduji veliké
znalosti z teorie obvodil. Takto se provadi pocitacova analyza. Za¢neme s metodou smyckovych
proudi, kterd vychazi z 2. Kirchhoffova zakona. Podél uzaviené smycky se pocitaji napéti na
soucastkach vyjadrena pres proudy. Ze zapojeni se da urcit poc¢et nutnych rovnic. Zjisti se pocet
smycek a ode¢tou se zdroje proudu. Princip FeSeni je ukdzan na obr.(11.3).
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Obrazek 11.3: Pouziti metody smyckovych proudu

Mame dvé smycky a zadné proudové zdroje. vysledkem bude soustava dvou integrodiferencialnich

rovnic.
) diy disy 1 ) )
L a2 0+ = / —p)dt = — 11.1
Ryin + Ly o T uel0) + 5 [ (i —iz)dt = —u (11.17)
dis diy , I
L2E — M % + RQZ2 - uc(o) + 6 /<Z2 - Zl)dt - O (11]‘8)

Déle se pouzivd metoda uzlovych napéti, kterd vychazi z 1. Kirchhoffova zdkona. Pocitaji
se proudy tekouci a vytékajici z uzlu vyjadirené pomoci napéti. Pro stanoveni poc¢tu rovnic se
zjisti pocet uzlovych dvojic a od nich se odeéte pocet napétovych zdroji. Jeden uzel se voli jako
referen¢ni s nulovym napétim. Princip feSeni je ukdzan na obr.(11.4).

Obrazek 11.4: pouziti metody uzlovych napéti

Méme tfi uzlové dvojice a zadné zdroje napéti. Vede to na soustavu tfi integrodiferencialnich

rovnic.
. u . 1 d(us —u

—21+Rll+le(0)+L1/(u1 —u2)dt—cg(3dt1) =0 (11.19)

, 1 du Uy — U
—ZLl(O) — fl /(u1 — UQ)dt + Cld7t2 + 2T33 =0 (1120)

. Uus X 1 Us — U2 us — Uy
_ A il = 11.21
19 + R2 ZLQ(O) + Lg /Ugdt + Rg + Cg dt 0 ( )

11.5 Literatura

[1] Mikulec M., Havli¢ek V., Zaklady teorie elektrickych obvodt 1, Vydavatelstvi CVUT, Praha
2002
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Harmonicky ustaleny stav

12.1 Presné zadani

e Harmonicky ustédleny stav
e Fazory napéti a proudu

e Komplexni imitance

12.2 Fazory

Harmonicky ustaleny stav se zabyva obvodovou analyzou, kdy napéti a proudy jsou harmonické
funkce. V elektrotechnické praxi je to nejdulezitéjsi pripad.

u(t) = Uy, sin(wt + @) (12.1)

Harmonicky signal je uréen svoji amplitudou, tthlovou frekvenci a fazi. Prace s trigonometrickymi
funkcemi je obtiznd, a tak se pouziva komplexni transformace, kterd harmonické funkce nahrazuje
fazory bez Casové zavislosti.

U = U,e” (12.2)

Fazor je komplexni ¢islo, a tak se sklada z modulu a faze, pokud ho definujeme v polarnich sourad-
nicich. Komplexni ¢islo se da také definovat v kartézskych soutfadnicich, ve kterych je transformace
dobte vidét. Zde se zavadi pojem rotujici fazor, ktery je Casové zavisly. Je to vlastné fazor, ktery

opisuje kruznici v komplexni roviné.
U, = Uet = U,,e! @) = U, cos(wt + ) + jU,, sin(wt + ) = u(t) = S[Ue™*](12.3)

Pokud se v obvodu vyskytuji kapacitory a induktory, tak se ve vzorcich pro napéti a proudy
pouzivaji derivace a integraly. V harmonickém stavu se daji snadno transformovat do komplexni

roviny.
d . d t ¢
— U, sin(wt + ¢) = —S[Ue™’] = S[pwUe™| (12.4)
dt dt
1
/ U, sin(wt + ¢)dt = / (U] = S[—Ue] (12.5)
Jw

Integrodiferencidlni rovnice se tak tranformuji na algebraické rovnice, které je mnohem snazsi fesit.
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12.3 Komplexni imitance
S pomoci komplexni transformace si ukdzeme vzorce pro napéti a proudy na jednotlivych soucast-

kach. Podivame se také na jejich ¢asové pribéhy a fazorové diagramy, které jsou reprezentaci v
komplexni roviné viz obr.(12.1).

o S

Obrazek 12.1: Poméry v casové a komplexni oblasti na rezistoru

V pfipadé rezistoru se nic neméni. Pouze napéti a proudy jsou tentokrat fazory.
U=RLI=GU (12.6)

Podle fazorového diagramu jsou fazory napéti a proudu ve fazi. V Casové oblasti jsou tedy také ve
fazi. U induktoru uz to neni tak jednoduché.

U= LII——U 12.7
Jw o (12.7)

Podle fazorového diagramu je mezi fazorem napéti a proudu fazovy rozdil = /2 viz obr.(12.2).

1
Oj 31

A

Obrazek 12.2: Poméry v ¢asové a komplexni oblasti na induktoru

V cCasové oblasti tedy napéti predbiha proud o stejnou fazi. Situace u kapacitoru je pfesné opacna.
1
U=—LI=wCU (12.8)
JwC

Podle fazorového diagramu viz obr.(12.3) je mezi fazorem proudu a napéti fazovy rozdil =/2. V
Casové oblasti tedy proud predbihéd napéti o stejnou fazi.

Obrazek 12.3: Poméry v ¢asové a komplexni oblasti na kapacitoru

Ve stejnosmérnych obvodech je vztah mezi napétim a proudem definovan parametrem odpor a vo-
divost. V komplexni roviné se zavadéji pojmy impedance a admitance nazvané souhrné komplexni

imitance.

U=ZLI=YU (12.9)
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Jsou to komplexni ¢isla ale ne fazory, protoze v ¢asové oblasti nemaji zadny ekvivalent.

Z="7e%"=R+1X (12.10)
Y=Ye" =G+ B (12.11)

Impedance se sklada z redlné a imaginarni ¢asti. Realnd cast je rezistance a vyjadiuje ztraty
v rezistoru. Imaginarni ¢ast je reaktance a vyjadiuje zmény elektromagnetické energie. Redlna
¢ast admitance je konduktance a je to vlastné svod. Imagindrni ¢ast je susceptance a vyjadiuje
zmény elektromagnetické energie. 7Z toho plyne, ze rezistor a vodivost jsou prvky Cisté ztratové,
protoze maji jen redlnou ¢ast. Kapacitor a induktor jsou prvky c¢isté reaktanéni, protoze maji jen
imaginarni ¢ast a dochézi jen ke zménam energie.

12.4 Vykon

Také vykon ma svou komplexni reprezentaci. Jeho redlné ¢ast se nazyva ¢inny vykon a vyjadiuje
vykon ztratovych prvki. Imaginarni ¢ast se nazyva jalovy vykon a vyjadfuje vykon reaktancnich
prvki. Modul se nazyva zdanlivy vykon. Jejich vypocet plyne snadno z komplexniho tvaru.

P =Ulcosp[W] = ;?R[UI*] (12.12)
Q = Ul sin plvar| = ;%[UI*] (12.13)
S —UIVA = ;]UI*| (12.14)

V rovnici se objevuji komplexné sdruzené fazory proudu, protoze nas zajima rozdil fazi mezi fazory.
Kdyby nebyl komplexné sdruzeny, tak by se pocital soucet fazi. Dale se definuje pojem tucinik,
ktery je kosinem faze vykonu.

A =cosp = g (12.15)

Vyjadruje podil ¢inného vykonu z celkového vykonu. Z energetického hlediska je to dulezity pa-
rametr, protoze pouze ¢inny vykon miize konat praci. Jalovy vykon predstavuje pouze zmény
elektromagnetické energie, ale neméa vyuziti.

12.5 Obvodova analyza

V komplexni oblasti se pouzivaji stejné metody jako v oblasti casové. Ukazeme si priklad pouziti
metody smyckovych proud. Obvod viz obr.(12.4) vede na dvé rovnice.

(12.16)

L, + RI, =0 12.17
wCh 2 + fioly ( )
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Tato soustava rovnic se dd pomérné dobre fesit. Z praktickych divoda se prepisuje do maticové
podoby, protoze jakakoliv neznamé se pak da vypocitat pomoci Cramerova pravidla.

Ul _ R1+lec _jwlC Il

e JwCh JwCla

V komplexni oblasti se dale zavadi pojem pienos, ktery nema v casové oblasti ekvivalent. Je
to podil libovolného vystupniho fazoru ku libovolnému vstupnimu fazoru. Nejcastéji se urcuje
napétovy prenos.

U,

P=—2
U,

(12.19)

12.6 Literatura

[1] Mikulec M., Havli¢ek V., Zaklady teorie elektrickych obvodt 1, Vydavatelstvi CVUT, Praha
2002



Kapitola 13

Prechodné jevy

13.1 Presné zadani

Analyza ptrechodnych jevi

Prechodny jev v obvodech prvniho radu

Pfechodny jev v obvodech druhého fadu

Impulsni a pfechodova charakteristika

13.2 Analyza prechodnych jeva

Prechodné jevy jsou déje probihajici v obvodech, které jsou ¢asové omezené. Setkdme se s nimi
pfi spinani nebo rozpojovani obvodi. Obvod je obecné popsan soustavou integrodiferencidlnich
rovnic, které lze pomoci eliminace pfevést na jednu diferencidlni rovnici.

dny dn—ly

dy
. . ) — 2(t 13.1
m +a 1 gt + 0 + apy = x(t) (13.1)

Rovnice je nehomogenni a na pravé strané je budici veli¢ina obvodu. Reseni diferencidlni rovnice
se sklada z obecného a partikularniho feseni.

y(t) = yo(t) + yp(t) (13.2)

Obecné feseni se ziska z feSeni homogenni rovnice a partikularni z feSeni nehomogenni rovnice. V
teorii obvodi se tato FeSeni také nazyvaji prechodné a ustalené. Prechodné feseni je prechodny jev,
ktery zévisi pouze na obvodovém zapojeni. Proto se neuvazuje buzeni. Ustalené FeSeni zavisi na
charakteru buzeni a vyjadiuje stav, do kterého se obvod dostane po ukonceni pfechodného jevu.
Prechodné feseni se pocita z kofenti charakteristické rovnice.

N+ @ N+ A+ ag =0 (13.3)
yo(t) = Apet + A, _jet 1t o faeMt (13.4)

Vsechny kofeny maji ve stabilnich obvodech zapornou realnou ¢ast. Diky tomu mé prechodny jev
odeznivajici charakter. Kofeny s kladnou redlnou ¢asti se mohou objevit v obvodech s fizenymi
zdroji a takové obvody jsou pak nestabilni. Pfi feSeni diferencialni rovnice fadu n, potiebujeme znat
n podatecnich podminek y(0+),y (0+),---,y" 1 (0+). Ustélené FeSeni se nehledé z diferencidlni
rovnice ale z obvodového zapojeni po ukonceni prechodného jevu. Prechodné jevy se obecné déli na
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dva typy. Odezva obvodu na zdroj je reakce na pfipojeni zdroje. V takovém pfipadé jsou poc¢atecni
podminky nulové. Odezva obvodu na pocatecni podminky nastéava po odpojeni zdroje. Poc¢ateéni
podminky jsou potom napéti a proudy na soucastkach v okamziku odpojeni.

13.3 Obvody prvniho rfadu

Jsou to obvody, které se daji popsat diferencidlni rovnici prvniho fadu, protoze obsahuji jeden
akumulédtor energie. V podstaté je to RC a RL ¢lanek. Obvodové rovnice téchto obvodu jsou

nasledujici.
due e — ult) du,
i "R g e =) (13.5)
: di Ldi u(t)
Ri+L— —u(t) =0= =— = —= 13.6
it LG ) Rat '~ R (13.6)
V obou pripadech jsme dostali v principu stejnou rovnici.
dy —t/T
Tty =a(t) = plt) = Ke (13.7)

7= RC = R/L se nazyva Casova konstanta a udava dobu, za kterou by odeznél pfechodny jev pfi
linedrnim poklesu viz obr.(13.1). Pokles je v8ak exponenciélni, ktery obecné nedoséhne nuly. Za
dobu 57, vSak poklesne na 0.01 své ptivodni hodnoty a mizeme jev povaZovat za odeznély.

Obrazek 13.1: Obecné feseni rovnice prvniho radu

Ukéazeme si feSeni obvodu pfi pfi pripojeni stejnosmérného zdroje napéti. V takovém pripadé je
partikularni feseni rovno konstanté. Ve stejnosmérnych obvodech je napéti a proud v soucastkach
konstantni. Obecné feSeni diferencidlni rovnice je nasledujici.

y(t) = Ke " +y(o0) = y(0+) = K +y(00) = y(t) = y(o0) + [y(0+) —y(oo)e "

(13.8)
UkéazZeme si feSeni pii pfipojeni a odpojeni zdroje k obvodu s kapacitorem nebo induktorem.
Nejprve uvazujme osamoceny kapacitor, ke kterému se pfipoji zdroj napéti. Po¢atecni napéti je
nulové a v ustéleném stavu se kapacitor nabije na napéti zdroje viz obr.(13.2).

uc(t) = Uy + [0 — Uo]eft/T = u(t) = Up(1 — e’t/T),ic(t) = léoet/T (13.9)

Pii odpojeni zdroje je pocatecni napéti rovnou napéti zdroje a v ustaleném stavu se kapacitor
vybije.

U
u(t) = Upe 7 i (t) = —E‘)e—t/f (13.10)
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Obrazek 13.2: Prechodovy jev pfi pfipojeni a odpojeni zdroje od obvodu s kapacitorem

Obvod s induktorem se Fesi stejné, proto si ukdZzeme pouze vysledné vztahy viz obr.(13.3)

Uo

in(t) = 2 (1= e V) up(t) = Upe V7 (13.11)

in(t) = %Oe_t/T,uL(t) — UpetT (13.12)

UO j/f t
-Us :

Obrazek 13.3: Prechodovy jev pii pfipojeni a odpojeni zdroje od obvodu s induktorem

13.4 Obvody druhého Ffadu

Tyto obvody obsahuji kapacitor a induktor, a proto se daji popsat diferencidlni rovnici druhého
rfadu. Ukéazeme si pouze priklad sériového RLC obvodu, ke kterému se pfipoji stejnosmérny zdroj

napéti. Obvodova rovnice je nasledujici.
di 1 d%i di 1
Ri+ Lo+ 2 [it)dt +u(04) =0 = Lo5 + R + =i =0 13.13
itlo+ G i(t)dt + u.(0+) = Lost R+ 5 ( )

Kofeny charakteristické rovnice jsou tyto.

R RN? 1
i — _— _— = — 2 _ 2
A2 2Lj: (2L> I at/a?—w? (13.14)

Nové ¢leny v rovnici maji vyznam tlumeni obvodu a rezonancni frekvence. Rozlisujeme t¥i ptipady
feSeni podle kofent.

e Aperiodicky d&j - a? > w? = i(t) = KjeMt + Kaest
e Kriticky déj - a? = w? = i(t) = (K1 + Kat)e !

e Kvaziperiodicky d&j - a? < w? = i(t) = e~ (K sinwt + Ky coswt)
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Graficky jsou jednotlivé déje zndzornéné na obr.(13.4). Pfi aperiodickém déji se neméni polarita
proudu a pouze amplituda exponencialné ubyva k ustalené hodnoté. Pti kvaziperiodickém dé&ji
amplituda také exponencidlné ubyva, ale prechod k ustalenému stavu je periodicky. Kriticky déj
je hranice mezi. Pokles je exponencialni, ale polarita se stac¢i zménit. Pfechod do ustaleného stavu
je nejrychlejsi.

/\(l‘_’ oy . e

) ERTREET ATERIODICKY

KUAZ (TERIODIC iy
KRITICRY

\W\J“’* t

Obrazek 13.4: Prechodovy déj v obvodu druhého fadu

13.5 Prenosové charakteristiky

Tyto charakteristiky popisuji reakci obvodu na pfipojeni Diracova impulsu a jednotkového skoku.
Podle toho se nazyvaji impulsové a prechodové charakteristika. Jsou to tedy pfechodné jevy, ale ne-
fesi se pomoci diferencilnich rovnic. Vyuziva se pfechod do komplexni oblasti pomoci Laplaceovy
transformace. Nejprve se podivame na impulsovou charakteristiku. Laplacetv obraz Diracova im-

pulsu je 1.
Y(p) = P(p)X(p) = W(p) = P(p)l = w(t) = L7'[P(p)] (13.15)
Impulsova charakteristika je tedy pouze vzorem prenosu obvodu. Ukazeme si priklad RC ¢lanku.
e 11 1
P(p) = =2¢ = w(t) = —=e ROL(t) (13.16)

" R+L  ROp+ & RC

Nyni se podivame na pfechodovou charakteristiku. Laplacetiiv obraz jednotkového skoku je 1/p.

p p

vvvvvv

Y(0) = P()X(0) = A 2P = () = 1 [P(p)] (13.17)

snadnéjsi pripojit k obvodu jednotkové napéti nez Diractv impuls. Impulsova charakteristika se z
prechodové pak da vypocitat.

D) o) = /w(t)dt =) = &

= = +a(0+)5(t) (13.18)

13.6 Literatura
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2002
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Kapitola 14

Kmitoctové charakteristiky

14.1 Presné zadani
e Kmitoc¢tové charakteristiky
e Souvislosti mezi ¢asovou a kmitoétovou oblasti

e Amplitudové a fazové kmitoCtové zavislosti

14.2 Kmitoctové charakteristiky

Kmitoctové charakteristiky reprezentuji chovani obvodu na raznych frekvencich. Kdyz se obvod
vybudi harmonickym signalem, tak odezva bude také harmonicka. Vztah mezi vstupem a vystupem
je dan prenosem obvodu.

Y (jw) = F(jw) X (jw) (14.1)
Do kmitoc¢tové oblasti se z ¢asové dostaneme pomoci Fourierovy transformace.
Fla(t)] = / 2(t)e*dt (14.2)

Defini¢ni vztah je velmi podobny Laplaceové transformaci. Pouze se omezujeme na imaginarni osu
komplexni roviny. Pfenosova funkce se vzdy vyjadiuje jako racionalni funkce. Polynomy v citateli
i jmenovateli se daji rozlozit na soucin kofenovych c¢initeld.

I3 (o — 2¢)

F(w) =K
() [Tiz1 (Jw — o)

(14.3)

V citateli se objevuji nuly, ve kterych ma prenosova funkce nulovou hodnotu. Ve jmenovateli jsou
poly, ve kterych ma prenosova funkce nekoneénou hodnotu. Komplexni funkce se dé vyjadrit v
exponencidlnim tvaru pomoci amplitudové a fazové charakteristiky.

F(jw) = [F(jw)|e"?U14.4)

_ T3l [gw — 2]

F(w) = - = Fyp(w) = 20log K + ) 20log |jw — 2| — > 20log |jw — p(l4.5)
ITi— |]W - pkl =1 b—1
p(w) = arg(w — z) — > arg(jw — pk)4.6)
k=1 k=1

93
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Kmitoctova charakteristika se d& podle nul a pdlia dobfe interpretovat. Na imaginarni ose kom-
plexni roviny si zolime pozadovanou frekvenci. Nula a pdl je komplexni ¢islo, které ma v komplexni
roviné svou polohu. Vzdélenost polohy od frekvence je modul a tihel, ktery vektor svird s redlnou
osou je faze. Nazorné je to vidét na obr.(14.1).

Obrazek 14.1: Demonstrace definice kmito¢tové charakteristiky

Modulova charakteristika se kvili jednodusimu vypoctu udava v logaritmické mite. Nasobeni se
tak pfevede na soucet. Vypocet kmitoctové charakteristiky je obecné pracny, ale v jednoduchych
prikladech se daji charakteristiky aproximovat ru¢né. Charakteristika v takovém pfipadé ma trochu

jiny tvar.
W
(w0 = pi) = (w0 +wi) = (1 + =) (14.7)
k
[Tt war(1 + 2= AT, (1 + &=
P(u) - Kol F o) el G o) (14.8)
[Tiey wer(+2) [Ty (+25)

Tento tvar kofenovych ¢initeld je vyhodnéjsi pro kresleni.

14.3 Bodeho aproximace

Je zfejmé, ze vypocet charakteristiky se provadi jako superpozice charakteristik jednotlivych ko-
fenovych ¢initeld. Ukadzeme si vSechny mozné pripady.
Nulovy kofen

F(jw) = o (14.9)
F(w) = 201og :}’O o(w) = g (14.10)

Modulova charakteristika je v logaritmické mife pfimkou. V bodé w = wy mé hodnotu 0 dB a
ma sklon 20 dB na dekadu. To znamenad, Ze na desetindsobné frekvenci vzroste hodnota o 20 dB.
Fazové charaktristika je konstanta. Nazorné je to vidét na obr.(14.2).

Obrazek 14.2: Kmitoctové charakteristiky nulového korene
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Nasobny nulovy kofen
V pripadé, ze je nulovy kofen nasobny, tak se pouze trochu zméni charakteristiky z predchoziho

pripadu.

F(w) = (‘w>n (14.11)

Wo
s

W
F(w) =n20log —, p(w) =n— (14.12)
wWo 2
Modulova charakteristika ma pouze jiny sklon. Fazova charakteristika je znovu konstantni s jinou

hodnotou viz obr.(14.2).
Realny zaporny koien

F(w) = (1 + ﬂ”) (14.13)

wWo

w\? w
F(w) =20logy/1+ () ,o(w) = arctan — (14.14)
V tomto pfipadé se pfi kresleni musi pouzit Bodeho aproximace, kterd samoziejmé neni pfesné.
Yo l= Fw)=0,pw) =0 (14.15)
Wo

w w ™
— >>1= F(w) =20log —, = — 14.16
= (w) 0g - pw) =3 (14.16)

Priibéh mezi se aproximuje piimkou viz obr.(14.3). Fazova charakteristika je aproximovéana velmi
dobte. U modulové je nejvétsi odchylka 3 dB na zlomové frekvenci.

Ld»d [1ad] FMM

2
2 - >
\ !
; — 077

b ] 0wy Wa '1wa W i 0:"’\4/9 o fowo W

Obrazek 14.3: Kmitoc¢tové charakteristiky realného zaporného korene

Kladny realny koren

Jw

F(jw) = (1 - ) (14.17)

Wo

/ w\? w
F(w) =20logy/1+ (wo) , p(w) = —arctan o

Modulova charakteristika je stejna jako v pfedchozim ptipadé. Fazova je prevracena. Tyto kofeny
urcuji stabilitu obvodu. Stabilni obvody maji pdly umistény v levé poloroviné komplexni roviny.
Kofeny tohoto typu se tedy mohou objevit pouze v ¢itateli kmitoctové charakteristiky.

Dvojice komplexné sdruZenych kofenu

2
F(w) = (ﬂ“) + 2af:: +1 (14.19)
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Yol Flw)=0,0w) =0 (14.20)
Wo
w w m
Y as 1= Fw)=2-20log 2 — o7 14.21
= (@)= 220008 £ () =27 (1421)

Priibéh mezi se obecné nedd dobfe aproximovat. Hodné zalezi na |a| a aproximace se od sprav-
ného pribéhu mize hodné lisit. Pomoci obvodi s komplexné sdruzenymi koreny se daji realizovat
rezondtory, coz vysvétluje pribéh v w = wy. P¥iklady jsou na obr.(14.4).

LdR) [ned] a=01

W

s

Obrazek 14.4: Kmito¢tové charakteristiky dvojice komplexné sdruzenych kotfent

14.4 Amplitudové charakteristiky filtri

Kazdy obvod je ve skutec¢nosti filtrem, protoze jeho vlastnosti zavisi na frekvenci. Ukazeme si
charakteristiky filtri jako jednoduché priklady. Je zndmo, ze obycejny RC ¢lanek funguje jako
dolni propust a CR c¢lanek jako horni propust. Vypoctem se da snadno ovérit nasledujci tvar
modulové charakteristiky viz obr.(14.5).

— Ld¥] —{| LK

0——-l—'v WD‘»/—SJ»’ﬂ ’ W

Obrézek 14.5: Dolni a horni propust

Dalsimi typy filtra jsou pasmova propust a pasmova zadrz. Na nich lze demonstrovat superpozici
charakteristik jednotlivych kofenovych c¢initeld. Pasmova propsut se da realizovat jako kaskada
horni a dolni propusti. Pasmova zadrz by se analogicky méla realizovat kaskddou dolni a horni
propusti. To neni zcela pravda, protoZe se realizuje pfemosténim viz obr. (14.6).

T

! - |

Ld% I
T TN
u | T

Obrazek 14.6: Pasmova propust a zadrz

14.5 Literatura
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2002
[2] Mikulec M., Havlicek V., Zaklady teorie elektrickych obvodii 2, Vydavatelstvi CVUT, Praha

2002



Kapitola 15

Vedeni

15.1 Presné zadani

Vedeni konecné délky

Odrazy vin

Bezeztratové nekonecéné vedeni

Obvody s rozprostienymi parametry

15.2 Obvody s rozprostfenymi parametry

Klasické obvody se soustfedénymi parametry maji energii elektromagnetického pole soustiedénou
do koneéného poctu obvodovych prvkd. U obvodi s rozprostfenymi parametry tomu tak neni. Pti
jejich TfeSeni je nutné uvazovat vinovy charakter obvodovych veli¢in, neboli hodnoty naméfené na
riznych mistech vodi¢id jsou razné. U soustfedénych obvodu jsou pribéhy v kazdém misté vodice
stejné. Zde se budeme zabyvat pouze pripadem vedeni, které se da rozumné fesit pomoci obvodo-
vych metod. Kviili rozprostfenym parametriim se takové vedeni d4 modelovat pomoci nekone¢ného
mnozstvi souéastek. Na obr.(15.1) je ukdzan model elementarniho tseku vedeni s parametry odpor,
vodivost, kapacita a indukénost.

izt

Uizt

Rz Lz l(z+dz 1)
I 1 m A -
J— Cz Gz
U(z+dz. 1)

Obrazek 15.1: Obvodovy model elementarniho tiseku vedeni

Tento obvod se da snadno fesit pomoci Kirchhoffofovych zakont.

u(z,t) =

0i

i(z,t)Rdz +

i(z,t) = u(z,t)Gdz +

Vyuzitim definice parcialni derivace se soustava da upravit do nasledujictho tvaru.

t)+ L

_Ou(z,t)
0z

(2,

ot
Ou(z,
ot

= Ri(z,

57

)Ldz + u(z + dz,t)

)C’dz +i(z + dz, 1)

di(z,1)
ot

(15.1)

(15.2)

(15.3)
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—&(azz’t) = Gu(z,t) + 08“;’” (15.4)
Tato soustava rovnic jiz neobsahuje parametry elementarniho tiseku vedeni. Da se tedy pouzit k
feSeni libovolného problému. Nejdilezitéjsim pifipadem je harmonicky ustéleny stav, kdy napéti i
proud jsou harmonické. Soustava rovnic se prevede do nésledujiciho tvaru.

dU
dl

Parcialni diferencialni rovnice se tak prevedly na obycejné. Pomoci elimina¢ni metody se soustava
dvou rovnic prvniho fadu da prevést na jednu rovnici druhého radu.

d*U

T (R+wL)(G + jwC)U = 4*U (15.7)
Novy pojem se nazyva konstanta Sifeni.

v = \/(R + wlL)(G + jwC) = a+ i (15.8)

Jeho realnéd ¢ast se nazyva Cinitel tlumu a imaginarni ¢ast fizova konstanta, které vyjadiuji
zménu amplitudy a faze podél vedeni. Resenim vlnové rovnice jsou harmonické funkce.

U=Ae + Aye (15.9)
—vz __ Yz
o A = A (15.10)
Zg

Resenim je superpozice vlny piimé a zpétné, kterd se vétsinou objevuje p¥i odrazech. Ve vztahu
pro proud se objevuje charakteristickd impedance vedeni.

| R+ jwL
Zoy = | —— = |Z|e¥? 15.11
0 G+ wC [Zle ( )

Ta vyjadfuje amplitudovy a fazovy vztah mezi fazory napéti a proudu.

15.3 Bezeztratové nekoneéné vedeni

Bezeztratové vedeni mé nulovy podélny odpor a pri¢nou vodivost. Charakteristickd impedance je
pak Cisté redlnd a Cinitel itlumu je nulovy. Takové vedeni tedy netlumi, ale pouze méni fazi
L

Zo=1\|—= 15.12
o=z (15.12)

v = wVLC =3 (15.13)
Vypocet indukénosti a kapacity vedeni je obecné velmi komplikovany. Dobfe Fesitelné jsou pouze

ptipady dvouvodicového a koaxidlniho vedeni. Jestlize je vedeni nekonecné dlouhé, vyskytuje se

zde pouze vlna pfima. Definujme pojem impedance vedeni v urCitém misté vedeni.

U(z) Upe
Z(2) = = =7 15.14
D10 T O 1519
0

Impedance v libovolném misté vedeni je tedy rovna charaktristické impedanci. Takové vedeni
se nazyvéa impedancné prizptisobené. Na takovém vedeni nemohou nastat odrazy, coz potvrzuje
predpoklad sifeni pfimé viny.
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15.4 Vedeni konec¢né délky

Na takovém vedeni se jiz vyskytuje kromé primé vlny i zpétnd. Na konci vedeni je néjaka obecna
zatéz, kde dokazeme zmérit napéti. Tato hodnota se pouzije jako okrajova podminka pro feseni
fazort napéti a proudu v libovolném misté vedeni.

Z
U(l —2)=Uy (cosh(y(l —2))+ Z—O sinh(y(l — z))) (15.15)
k
1 1
I(l — 2) = Uy < cosh(y(l — 2)) + - sinh(y(l — z))> (15.16)
Zy, Z
Dalsim charakteristickym znakem kone¢ného vedeni je proménlivost impedance.
Z
_ 1+ 72 tanh(y(l — 2))
21— =9U=2) _5 "2 (15.17)

S0 T e anh (- 2))

Zavedend symbolika souradnice vyjadiuje vzdalenost od konce vedeni.

15.5 Odrazy vin

Na vedeni konec¢né délky muze dochazet k odraziim vln v mistech, kde se stykaji dvé vedeni s
riznou charakteristickou impedanci. Cast vlny se odrazi a ¢ast projde. To vyjadiuji ¢initel odrazu
a prostupu pro napétovou vinu.

U, Z,-17,

| 2 A S 15.18
U, Z,+7 ( )
Ut 2Z2

T=—=—-—"— 15.19
U, Zy+7Z, ( )

Protoze Cinitele jsou komplexni ¢isla, tak se méni amplituda i faze proslé a odrazené viny. Ukadzeme

vvvvvv

Rshort =—-1= Ur = Uz‘ejﬂ—, IT = Iz (1520)
Ropen =1= Ur = U'iaIr = Iiejﬂ- (1521)

Na téchto extrémnich zakoncovacich impedancich nastava totalni odraz, protoze vlna neprojde.
Podle okrajové podminky je na zkratu nulové napéti, a proto se napétova vlna odrézi v protifazi.
Na otevieném konci je nulovy proud, a proto se v protifazi odrazi proudova vlna. Druhé veli¢ina
se odrazi ve fazi. Na obr.(15.2) je situace znazornéna pro napéfovou vlnu na zkratovaném vedeni.

Obrézek 15.2: Pf¥im4 a odrazend napéfova vina na zkratovaném vedeni

Prim4 a odrazena vlna se superponuji a vznika stojaté vinéni, které neprenasi vykon. Na zkratu
ma napéfova stojatd vina uzel a proudova tam mé kmitnu viz obr.(15.3). U rozpojeného vedeni
je situace opacna.



KAPITOLA 15. VEDENI 60

Obrézek 15.3: Napétové a proudové stojaté viny na zkratovaném vedeni

Stojaté vInéni je nezadouci jev, a proto se vedeni navrhuji jako impedan¢né pfizpusobend, kde k
odrazim nedochazi. Jesté si ukdzeme prubéh impedance na zkratovaném vedeni viz obr.(15.4). U

otevieného vedeni je situace analogicka.
z2=N8=7=3X ( )
z2=AN4d=7=00 (15.23)
2=3\8=Z=—X (15.24)
z2=N2=27=0 ( )

Impedance se podél vedeni méni periodicky s periodou \/2.

Obrazek 15.4: Prabéh impedance na zkratovaném vedeni

15.6 Literatura

[1] Mikulec M., Havli¢ek V., Zaklady teorie elektrickych obvodt 2, Vydavatelstvi CVUT, Praha
2002



Kapitola 16

Zakladni vlastnosti polovodicii,
elektronika cislicovych obvodu

16.1 Presné zadani
e Pfechod PN
e Bipolarni tranzistory PNP a NPN
e Unipolarni tranzistory JFET a MOSFET

Struktury hradel, parametry, charakteristiky, spojeni vice hradel, budice sbérnic

Klopné obvody

Pamétové buitky SRAM, DRAM, EPROM, EEPROM, FLASH

16.2 Prechod PN

PN prechod je zakladni strukturou, ze které se realizuji polovodicové soucastky. Je vyroben nej-
Castéji z kiemiku, kde jedna Cast je vodivosti N a druha P. Polovodi¢ N se vyrabi z intrinsického
polovodice dotaci fosforovych donori, které poskytuji elektron. Polovodi¢ P se vyrabi dotaci boro-
vych akceptori, které prijimaji elektron. Kdyz se k sobé ptiblizi polovodice P a N, tak vznikne PN
prechod. Na obr.(16.1) jsou vidét energetické pasy, na kterych je zfejma energetickd bariéra zvana
diftzni potencial, kterou elektrony a diry nemohou sami piekonat. Na koncentra¢nim profilu je
vysvétlen tranport nosi¢t. Elektrony jsou majoritni v polovodic¢i N, a tak difunduji do oblasti P,
kde jsou minoritni podle Fickova zakona. V oblasti styku polovodi¢ti vznika oblast prostorového
naboje s velmi silnym elektrickjm polem, které zptisobuje bariéru. Minoritni elektrony v ¢asti P
kvili poli driftuji do oblasti N. Diftizni potencial je zavisly na koncentracich ¢astic a bézné nabyva
hodnoty 0.7 V.

Obrazek 16.1: Pasovy diagram a koncentra¢ni profil PN pfechodu

61
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Nejjednodussi soucastka je dioda a realizuje se pfipojenim elektrod na PN pfechod. Dioda pracuje
v propustném a zavérném rezimu. Pokud ma vnéjsi pole opacny smér nez vnitini pole, tak se snizi
bariéra a nosi¢e mohou difundovat. Dioda vede majoritni proud. Pokud ma vnéjsi pole stejnou
orientaci, tak se bariéra jesté zvysi a dioda vede pouze minoritni proud, ktery je mnohem mensi
neZ majoritni viz obr.(16.2). Na stejném obrazku je zobrazena voltampérova charakteristika diody
s vymezenim propustného a zavérného rezimu. Tato zavislost je popsana Shocleyovou rovnici, kde
se vyskytuje zavérny neboli saturac¢ni proud.

I = L,(eV* 1) (16.1)

Ilom

157 065 ULv]

Obrézek 16.2: Pasovy diagram v propustném a zavérném rezimu a VA charakteristiky diody
Mezi zékladni typy diod patii nasledujici.
e PN - odpovida predchozimu rozboru.

e Shottkyho - vyuziva prechod kov-polovodi¢ a vede pouze majoritni proud. Proto se vyuziva
pri vypinacich procesech.

e PIN - ma navic intrinsickou oblast. Vyuziva se jako detektor.

e Stabiliza¢ni - pracuje v zavérném rezimu. Zenerova vyuziva Zeneruv jev a lavinova lavinovy
jev. Vyuziva se jako stabilizator napéti.

e Varikap - Pracuje v zévérném rezimu jako napétové Fizeny kapacitor.

e Tunelova - M4 oblast se zapornym diferencidlnim odporem. Vyuzivd se v mikrovinnjch
zesilovacich.
16.3 Bipolarni tranzistory

Sklada se ze dvou PN prechodt. Podle orientace piechodi se déli na NPN a PNP. Zakladni
struktura NPN tranzistoru je na obr.(16.3). Souc¢dstka ma t¥i elektrody: emitor, béze, kolektor.
Kvili dvéma prechodtm existuji ¢tyfi rezimy tranzistoru.

¢ Icwf I
s e

TIa Al
B S T — 4
SUBSTRA" ]
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Obrazek 16.3: Struktura a vystupni, vstupni chcrakteristika NPN tranzistoru

e Nevodivy - Oba prechody jsou polarizovany zavérné. Elektrony z emitoru nepirekonaji bari-
éru. Do kolektoru se dostanou pouze minoritni elektrony z baze. Protéka velmi maly proud.

e Aktivni - Pfechod BE je polarizovan propustné a prechod BC zavérné. Elektrony z emitoru
se dostanou do uzké baze a vétsina jich projde do kolektoru. Nastava tranzistorovy jev, ktery
se pouziva k zesilovani.
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e Inverzni - Pfechod BE je polarizovan zavérné a prechod BC propustné. Elektrony z kolektoru
se dostavaji do emitoru. Dochézi k zesileni, ale bipolarni tranzistory nejsou navrzeny pro
tento rezim. Vyuziti je malé.

e Saturace - Oba pfechody jsou polarizovany propustné. Elektrony z emitoru i kolektoru pro-
chézeji bez problémil. Tranzistor je v sepnutém stavu, pokud se pouziva ve spinacich. V
zesilovacich je to nezadouci jev kvuli malému zesileni.

Tyto rezimy jsou demonstrovany na vstupni a vystupni voltampérové charakteristice. V obvodech
se tranzistory modeluji jako dvojbrany s h parametry viz obr.(16.4). Nejc¢ast&ji se pouzivaji jako
zeslivace v aktivnim rezimu. Existuji tfi zakladni zapojeni.

e SE spoleény emitor - Na vstupu je baze a na vystupu kolektor. Zapojeni zesiluje napéti i
proud.

e SC spole¢ny kolektor - Na vstupu je baze a na vystupu emitor. Zapojeni zesiluje proud.
e SB spolecna baze - Na vstupu je emitor a na vystupu kolektor. Zapojeni zesiluje napéti.

Na obr.(16.4) je ukazka stiidavého zesilovace SE s odporovym déliGem pro nastaveni pracovniho
bodu a vazebnimi kondenzatory pro oddéleni stejnosmérné slozky.
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Obrazek 16.4: H model tranzistoru a zapojeni SE zesilovace

16.4 Unipolarni tranzistory

Od bipolarnich se lisi tim, ze vedou pouze majoritni nosice. Prvnim typem je JFET, ktery ma
elektrody source, gate a drain viz obr.(16.5). Elektrony se ze source dostanou do drainu pomoci
napéti Upg. Napéti Ugg je zavérné a proto se rozsifuje OPN, kterd brani prichodu elektront.
Jakmile se kandl zaskrti, tak uz nedochazi k nértstu proudu viz VA charakteristiky na obr.(16.5).
Charakteristika méa odporovou a saturaéni oblast.

P+ SURSTRAT

65 LV)
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Obrézek 16.5: Struktura a vystupni, pfevodni charakteristika tranzistoru JFET

Dalgim typem unipolarnich tranzistori je MOSFET viz obr.(16.6). Pod elektrodou gate je dielek-
tricka vrstva, kterd brani priachodu proudu. Kdyz se na gate prilozi kladné napéti, tak se pfitdhnou
elektrony a pfi urcité koncentraci dojde k vytvoreni inverzni vrstvy N, pfestoze polovodi¢ je typu
P. Potom dochézi k transportu elektront ze source do drainu. Na VA charakteristice je vidét, ze
tranzistor vede proud i pfi zaporném prilozeném napéti. To nastane v pfipadé, kdy tranzistor ma
zabudovany kanal. Pokud ho nemad, tak je potfeba prilozit kladné napéti. Tranzistory se podle
toho déli na zabudované a indukované kanaly. V praxi se vSak Castéji pouzivaji indukované.
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Obrazek 16.6: Struktura a vystupni, pfevodni charakteristika tranzistoru MOSFET

Unipoléarni tranzistory se modeluji jako dvojbrany s parametry y, protoze proud v gate je nulovy
viz obr.(16.7). Zékladni zapojeni zesilovacii jsou SS, SD, SG s vlastnostmi analogickymi jako v bi-
polarnich tranzistorech. Na obr.(16.7( je zapojeni SS s JFETem a odpory pro nastaveni pracovniho
bodu a vazebnimi kondenzatory.
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Obrazek 16.7: Y model tranzistoru a zapojeni SS zesilovace

16.5 Logicka hradla

Takové obvody jsou schopné realizovat logické operace. Zakladni hradla jsou na obr.(16.8).

o D - 2o o -
Obrézek 16.8: Logicka hradla INV, AND, NAND, OR, NOR, XOR

Invertor je zcela jasny, protoze pouze prevraci logickou tiroven. V nasledujici tabulce jsou znazor-
nény operace AND, NAND, OR, NOR, XOR.

A[B[AB|AB|A+B|A+B|A®DB
00 0 1 0 1 0
01 0 1 1 0 1
1[0 0 1 1 0 1
11| 1 0 1 0 0

Existuje mnoho realizaci hradel. Nejznaméjsi jsou rodiny TTL, ECL, STTL, CMOS. Invertor se
realizuje pouhym tranzistorem, ktery pracuje ve spinacim rezimu a pfepina tak mezi irovnémi log.
0 a log. 1. Operace NAND a NOR se realizuji ze ¢tyf tranzistora. Tvoii takzvany uplnny logicky

vvvvvv

Zakladni parametry hradel jsou nasledujici.

o Logicka troven - Intervaly napéti, které odpovidaji logickym trovnim. Log. 0 je ¢asto 0.4 -
0.8 Valog.1je2-24YV.Mezi nimi je pasmo, které nema prifazeno droven.

e Sumové imunita - Napé&tové fluktuace, které hradlo toleruje aniz by se zménila logické trover.
e Logicky zisk - maximéalni pocet vstupi hradla.

e 7Zpozdéni - zpozdéni zmény logické Grovné. Je zpuisobeno nabijenim vstupni kapacity.
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Dilezitym jednoduchym obvodem je budi¢ sbérnice. Nejcastéji se pouziva tiistavovy budic se stavy
0, 1, Z. V prvnich dvou stavech se na sbérnici posila napéti prislusné logické urovné. Tteti stav je
stav s vysokou impedanci, kdy je hradlo odpojeno od sbérnice a nezatézuje ji. Vystupni tranzistory
jsou vypnuty. Budi¢ sbérnice se realizuje oby¢ejnym hradlem se vstupem pro signal, ktery hradlo
od sbérnice odpoji.

16.6 Klopné obvody

Logicka hradla fadime mezi obvody kombinac¢ni. Klopné obvody patii mezi obvody sekvenéni.
V dislicové technice se nejéastéji pouzivaji bistabilni obvody, které mohou nabyvat dvou stavi.

Zakladni typy jsou nésledujici viz obr.(16.8).

: A i

Obrazek 16.9: Klopné obvody R-S, D, T, J-K
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R-S - Jeho zkratka je odvozena od reset set. Pi urcité kombinaci vstupnich hodnot dokaze
tedy vystup nastavit do log. 0 nebo log.1. Jeho nevyhodou je zakazany stav.

D - Pouziva se jako registr reagujici na hranu hodinového signalu.
T - Prepinaci registr fizeny hranou hodin.

J-K - Vylepseny obvod R-S, ktery neméa zakizany stav.

Pravdivostni tabulky klopnych obvodiu jsou nasledujici.

16.7 Paméti

Pameéti slouzi k uchovani informace. Nékteré dulezité typy jsou tyto.

R[S| Q D[Q T[] Q JTK] Q
0 0 Qn—l 0 0 0 Qn—l 0 0 Qn—l
01 1 11 1| Qns 01 0
110 0 110 1
11 X 111 Qna

SRAM - Static random access memory. Pamét s ndhodnym p¥istupem, ve které jsou bity
ulozeny v klopnych obvodech. Jsou rychlé, ale maji malou kapacitu.

DRAM - Dynamic RAM. Oproti SRAM se bity neuchovavaji v klopnych obvodech ale
jako naboje na kondenzatorech. Kvili vybijeni se musi provadét refresh. Jsou pomalejsi

nez SRAM, ale lépe vyuzivaji kapacitu.

EPROM - Eraseable programmable read only memory. Oproti RAM se informace pouze
ulozi a uz se nedd ménit. EPROM umoznuje informaci vymazat po ozafeni ultrafialovym

svétlem.

EEPROM - Electronically EPROM. Informace se d4 mazat programem.

FLASH - Paméti s velmi rychlym mazanim, které jsou trvanlivé a obsah paméti se d4 ménit

mnohokrat.
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Kapitola 17

Zaklady programovani

17.1 Presné zadani

e Algoritmus a jeho vlastnosti, zpusoby vyjadieni algoritmi

e Proménnd, vyrazy, fidici struktury

Procedury, funkce, itera¢ni a rekurzivni vypocty

Textové a binarni soubory, ukazatele

Statické a dynamické datové struktury

17.2 Algoritmus

Algoritmus je postup pro feSeni néjaké tlohy. Je tvoien posloupnosti jednozna¢né definovanych
prikazi a pro pripustna vstupni data se v koneéném poctu krokt vzdy najde spravny vysledek. V

programovani plati nasledujici rovnice.
ALGORITMUS + DATA = PROGRAM

Obecné vlastnosti algoritmu jsou nasledujici.

e Hromadnost - Vstupni data jsou ménitelna.

e Determinovanost - Kazdy krok je jednoznac¢né definovan.

e Resultativnost - Pro pfipustna data se vzdy najde vysledek.

e Konecnost - Vysledek se najde po kone¢ném poctu krokt.
Algoritmus se dé vyjadiit riznymi zpusoby.

e Prirozeny jazyk - slovni popis feSeni problému.

Vyvojovy diagram - orientovany graf s pfechody mezi kroky.

Strukturogram - tabulka s piechody mezi kroky.

Pseudojazyk - kombinace prirozeného a programovaciho jazyka.

e Programovaci jazyk - popis problému ve formé srozumitelné pro kompilator.

67
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17.3 Proménna, vyrazy, ridici struktury

Proménna je datovy objekt, ktery je oznacen jménem. Je v ném ulozena hodnota, ktera se da

ménit prifazenim. Proménné se vytvari deklaraci.
int i; i = 45;

Vyraz je urcitd operace, kterda ma néjaky vysledek. Mtze obsahovat proménné, matematické,
logické, relacni operatory, konstanty a zavorky. Vyhodnoceni je zavislé na priorité a asociativité
operatoru.

x-y)*x x+4), ——x,x |y
Ridici struktury jsou konstrukce, které se skladaji z diléich piikazii, které se provadéji za uréitych
podminek. Patii mezi né vétveni, kdy se ptikaz provede pfi splnéni podminky a cykly, kdy se
ptikazy pfi splnéni podminky provadéji opakované. Piiklady fidicich struktur jsou nasledujici.

e IF - Prikaz se provede pri splnéni podminky.
IF (podminka) pf¥ikaz

e IF ELSE - Oproti IF ma prikaz, ktery se provede pii nesplnéni podminky.
IF (podminka) p¥ikazl ELSE pf¥ikaz2

e WHILE - Dokud je splnéna podminka, tak se provadi prikaz.
WHILE (podminka) pf¥ikaz

e DO WHILE - Narozdil od WHILE se prikaz v prvnim kroku provede a az pak se ovéfuje
platnost podminky. Ptikaz se tedy provede alespon jednou.
DO pfikaz WHILE (podminka)

e FOR - Pouziva se v pripadech, kdy dopfedu zname pocet kroku cyklu.
FOR (i = 1; i <= n; i++) ptrikaz

17.4 Funkce

Funkce je programové konstrukce, kterd provadi urcitou posloupnost operaci. Je to tedy jakysi
miniprogram, ktery se v hlavnim programu dé vyuzivat. Hlavni vyhodou funkci je pfenositelnost do
jinych programi, kde nemusime neustéle programovat véci, které jiz byly diive vyfeseny. Vysledny
kéd je pak mnohem krat$i a prehlednéjsi. Piikladem funkce muze byt vypocet délky prepony
pomoci Pythagorovy véty ze zadanych délek odvésen. Funkce ma obecné nésledujici tvar.

typ jméno(specifikace parametrt) prikazy; return vysledek;

Funkce ma tedy néjaky nazev a také je definovan datovy typ vysledku, ktery funkce vraci. Speci-
fikace parametru je seznam promeénnych, které se ve vypoctu pouzivaji a jejich typy. Funkce vzdy
vraci vysledek, coz je vyjadieno ptikazem return. Specidlnim typem funkce je procedura, kterd
mé navratovy typ void neboli nevraci nic. Pfikladem je funkce, ktera ukoncuje program, pokud
uzivatel zada neptipustna data. Existuji dva zakladni pristupy jak fesit problémy. Iterace realizuje
vypocet zdola nahoru, kdy se nejprve vypocet provadi na nejjednodussi Grovni a postupné se ze-
slozituje. Oproti tomu rekurze realizuje vypocet shora dolt, kdy funkce vola sama sebe a vypodet
se provadi na stale jednodussi trovni. Rozdil mezi pfistupy lze demonstrovat na vypoc¢tu mocniny.

iterace A= Ax Ax Ax A xA
rekurze A% = Ax A% A% = Ax A3 A3 = Ax A2, A2 = Ax A
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17.5 Soubory a ukazatele

Soubor je mnozina udajt uloZzend v paméti pocitace, kterda umoziuje né€kolik zakladnich funkei:
otevreni, Cteni, zapis, uzavieni. K dattim lze pristupovat sekvencéné, kdy se ¢te po fadcich nebo na-
hodile. Se soubory se sekvenénim ptistupem se setkdvame nejcastéji. Soubory délime na néasledujici
typy-

e Textové - Daji se snadno prohlizet a modifikovat libovolnym textovym editorem. Jednotlivé
znaky jsou vyjadieny kédem jehoz piikladem je ASCII nebo Unicode.

e Binarni - Nepouziva se zadny kdéd, ale data se z paméti zapisuji pfimo. Z toho duvodu je
prace s témito soubory mnohem rychlejsi a jednotlivé znaky zabiraji mensi prostor, protoze se
nekdéduji. Pro bézného uzivatele nemaji vyuziti, ale v profesionalnich programech se vyuzivaji
pro ukladani velkych objemt dat.

Zajimavou proménnou je ukazatel, ktery se Castéji nazyva pointer. Proménné v sobé obsahuje
néjakou hodnotu. Pointer se 1isi tim, ze ukazuje na urcitou adresu v paméti, kde je hodnota
ulozena. Adresa samotného pointeru neni zajimava. Pointery se Casto pouzivaji v programech,
které pracuji na nizké hardwareové tirovni, kde se pfimo pracuje s paméti. Jsou soucasti assemblerti
nebo jazyka C. Naopak jazyk Java pointery nemd, protoze jeho pouziti je smérovano do oblasti
objekti a Internetu.

17.6 Statické a dynamické datové struktury

Datova struktura je mnozina dat, pro kterou jsou stanoveny urcité operace a zpusob jeji implemen-
tace. Statickd datova struktura obsahuje neménny pocet slozek. Piikladem je pole, fetézec, tfida.
Dynamicka datova struktura ma proménlivy pocet slozek. Typickymi operacemi jsou pfidani nebo
odebrani prvku. Piikladem je zasobnik, fronta, tabulka.
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Programovaci jazyky

18.1 Presné zadani

e Programovaci jazyky, syntaxe, sémantika
e Standardni datové typy
e Strukturované datové typy pole, funkce, procedury a jejich parametry

e Strukturované programovani, jazyk C a jeho koncepce, zakladni datové typy

18.2 Programovaci jazyky

Programovaci jazyky slouzi pro zapis programt do formy srozumitelné pocita¢i. Délime je na
strojové orientované a vyssi. Piikladem strojové oriantovanych jsou strojové kddy a assemblery.
Vyssi jsou vSechny ostatni tedy C/C++/C 4, Java, PHP atd. Dilezité charakteristiky jazyka
jsou syntaxe a sémantika. Syntaxe je soubor pravidel, ktery udava pripustné tvary jednotlivych
konstrukeci. Sémantika udava vyznam konstrukci. Jsou dvé metody, jak zpracovat kéd do formy
srozumitelné pocitaci.

e Kompilace - Program se pomoci kompilatoru pfevede do strojového kédu, ktery je vlastnim
jazykem procesoru. Piikladem je jazyk C s kompilatorem ANSI C.

e Interpretace - Program se pomoci prekladace prevede do vnitini formy, kterd se pomoci
interpretu interpretuje. Pfikladem je jazyk Java s vnitini formou byte code a interpretem
Java virtual machine JVM.

18.3 Standardni datové typy
Mezi zékladni datové typy, které se objevuji ve vétsiné jazyki jsou nésledujici.

e Celociselny typ int - reprezentace celych ¢isel v pevné Fadové ¢arce

Redlny typ float - reprezentace redlnych ¢isel v plovouci fadové ¢arce

Znakovy typ char - reprezentace pismen a dalSich znak

Logicky typ boolean - Uchovava vysledek logické operace true/false.

Literal - fetézcova konstanta ”ahoj”
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18.4 Pole a funkce

Pole je datovy typ, ktery se sklada z prvku stejného typu, které jsou usporaddané. Samotné pole
maé svij nazev, ale jednotlivé prvky ho nemaji. Odkazujeme se na né pomoci indexu. Diky tomu
se tak prvky daji snadno najit. Nejcastéji se pracuje s poli jednorozmérnymi a dvojrozmérnymi
méneé jiz s trojrozmérnymi. Jednorozmérné pole jsou obycejné posloupnosti cisel a znakt, které
se Casto nazyvaji fetézce string. Dvojrozmérna pole se pouzivaji pfi praci s tabulkami a obrazky.
Trojrozmérna lze vyuzit pii reprezentaci objemovych dat. Pokud jsou rozméry pole neménné, tak
se nazyva statické. V opacném pripadé je to pole dynamické.

Funkce je miniprogram, ktery obsahuje posloupnost piikazi. Piikladem je vypocet obsahu kruhu
ze zadaného poloméru. Funkce jsou zadkladem proceduralniho programovani. Obecné struktura
funkce je nasledujici.

typ jméno(specifikace parametrt) pfrikazy; return vysledek;

Funkce vraci vysledek ur¢itého datového typu. Funkce pracuje s parametry, u kterych musi byt
zadany jejich nazvy a typy. Funkce vzdy néco vraci, coZ je vyjadieno piikazem return. Specialnim
typem je funkce je procedura, ktera nic nevraci. Prikladem je vypis chybové hlasky na konzoli.

18.5 Jazyk C

Jazyk C je pfedstavitelem proceduralnich programovacich jazykiu, je tedy zaloZen na funkcich.
Problém se rozklada na podproblémy. Vytvareji se abtraktni pfikazy, které se nejprve specifikuji
a poté se programuji prislusné funkce. Jeho autory jsou Brian W. Kernighan a Denis M. Ritchie,
ktefi napsali bibli C The C Programming Language. Je to jazyk nizké trovné, ktery se v efektivité
blizi assembleru. Pracuje pouze se zakladnimi datovymi typy a v zakladni verzi nepodporuje
praci s poli, fetézci a I/O operacemi. Diky tomu je nezavisly na typu pocitace a operac¢niho
systému. Je to mateisky jazyk systému UNIX, ale kviili pfenositelnosti se vyuziva i pod Windows.
Nepodporované operace se fesi specialnimi knihovnami a hlavi¢kovymi soubory. V soucasnosti se
pouzivé standard ANSI C, ktery pro I/O operace obsahuje hlavickovy soubor stdio.h. C je jazyk
kompila¢ni. Zakladni datové typy v C jsou nasledujici.

e Celociselny - int, long, short

e Realny - float, double, long double
e Zmakovy - char

e Literal - fetézcova konstanta

Typ boolean zde neni, ale logické hodnoty se reprezentuji jako int 1/0. Datové typy existuji ve
znaménkové verzi signed a neznaménkové unsigned. C poskytuje fidici struktury IF, IF ELSE,
WHILE, DO WHILE, FOR, SWITCH. Dulezitou soucasti jazyka jsou pointery, které se casto
vyuzivaji pii praci s dynamickymi poli a s dynamickou alokaci paméti. Pointery jsou charakteris-
tickym rysem jazykt nizké trovné. C se také pouziva pii programovéani procesorii, DSP a FPGA,
pro které existuji pfislusné prekladace do assembleru. Jazyk C se neustale vyviji a za jeho nejvéti
rozsifeni lze povazovat C++, které je objektové orientované. Dalsim pocinem je C f , které je vice
orientované na oblast Internetu.
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Objektové orientované
programovani

19.1 Presné zadani

Objektové orientované programovéani, objekty, tfidy

Dédic¢nost, polymorfismus

Vyjimky

Jazyk Java a jeho koncepce, zakladni datové typy

19.2 Objektové orientované programovani

Objektové programovéani se od proceduralniho odliSuje v jednom zékladnim bodé. Vytvari se nové
datové typy a definuji se operace, se kterymi typy budou pracovat. V procedurdlnim programo-
vani se problém rozklada na podproblémy, pro které se programuji prislusné funkce. Zakladnim
objektovym pojmem je tfida, ktera obsahuje soubor proménnych a podprogrami. Nazyvaji se
¢lenské proménné, které definuji stav objektu a metody, které urcuji shcopnosti objektu. Samotna
tfida k ni¢emu neni, dokud se podle ni nevytvoii objekt, ktery pracuje s ¢lenskymi proménnymi
a metodami t¥idy. Ttida je tedy jakasi Ssablona, jak vytvorit instanci ¢ili objekt. Priklad t¥idy je
nasledujici.

class Obdelnik {
int sirka, vyska;
int obsah() { return sirka * vyska; } }

Objekt, ktery je vytvofen podle tiidy Obdelnik tedy vyuziva proménné sirka, vyska a metodu
obsah(). Pro vytvoreni objektu je nutné vytvofit referenéni proménnou, kterd bude odkazovat na
objekt, ktery mé alokovanou pamét.

Obdelnik obd = new Obdelnik();

Alokace paméti se provadi operatorem new a obd je referen¢ni proménnd na objekt typu Obdelnik.
Nyni obd mé pfifazeny vlastni proménné sirka, vyska a mize vyuzivat metodu obsah(). Proménné
je potfeba nastavit neboli inicializovat. To se provadi konstruktorem.

Obdelnik(int sirka, int vyska) {
this.sirka = sirka; this.vyska = vyska; }
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Pokud se konstruktor neobjevi, tak se proménné nastavi na nulu, protoze existuje implicitni kon-
struktor, o ktery se stard jazyk sdm. MuzZe nastat situace, kdy na vytvoreny objekt uz neexistuje
odkaz. V jazyce C++ se nic nedéje, coz miize vést k zahlceni paméti. V Javé so o to stard garbage
collector, ktery objekt z paméti vymaze.

19.3 Pilife objektovych jazyki

Prvnim pilifem je zapouzdieni dat. S daty se d4 bez problémi manipulovat pomoci metod
prislusné tiidy. Ptistup k datim zvenci je komplikovanéjsi a existuje nékolik pfistupovych prav.

e int sirka - S proménno se da manipulovat z libovolné t¥idy baliku, ze kterého je vlastni
ttida.

e private int sirka - S proménnou se d4 manipulovat pouze ve vlastni tfidé.
e public int sirka - S proménnou se da manipulovat z libovolné tfidy.

Druhym pilitem je dédi¢nost. Zavadi se pojem rodi¢ovska tiida, podle které chceme dédénim
vytvorit tfidu potomka, ktera je specializovanéjsi. Dédi¢nost umoziuje vyuzivat vSe, co obsahuje
rodicovska tfida. Zaroven také muzeme metody ménit a pridavat vlastni. Pfikladem muze byt
tfida kvadr, ktera obsahuje proménné strana x, strana y, strana z a metody pro vypocet objemu
a télesové thlopricky. Dédénim vznikne tiida obdélnik, ktery je specidlni pfipadem kvadru s nu-
lovou vyskou. Potomek jisté vyuzije proménné strana x a strana y. Metoda pro vypocet objemu
je zbytefna, protoze zde si miuzeme dotvorit metodu pro vypocet obsahu. Metoda pro vypocet
uhlopricky se prekryje a modifikuje, protoze v kvadru a obdélniku se to pocita jinak. Tretim pi-
litem objektovych jazykt je polymorfismus. Ten ma mnoho spoleéného s dédi¢nosti. Uplatni
se pri tvorbé vice potomkt jedné obecné rodicovské tiidy, kterd casto byva abstraktni. Takova
tfida obsahuje abstraktni metody, které jsou ve vlastni tfidé deklarované, ale chybi konkrétni im-
plementace. Predpoklada se, ze potomek metodu prekryje a vytvori si ji podle vlastnich potieb.
Prikladem muze byt abstraktni tfida téleso, ktera obsahuje abstraktni metodu pro vypocet ob-
jemu. Dédénim vzniknou potomci kvadr, koule, kuzel, jehlan a valec. Kazdy potomek prekryje
metodu pro vypocet objemu, ale implementace bude jind pro rizné typy téles.

19.4 Vyjimky

Mechanismus vyjimek je prvek, pomoci kterého se program zabezpecuje proti chybam, které mohou
pii béhu nastat. Typickym piikladem je mald pamét, déleni nulou, nepfipustné vstupni adaje atd.
Hierarchie vyjimek v jazyce Java je na obr.(19.1).

Throwable
Error Exception
| | | |
Vlastni Runtime
Exception Exception

Obrazek 19.1: Hierarchie vyjimek
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Throwable je zcela obecny typ vyjimky. Error jsou vyjimky, které se mohou objevit v interpretu
JVM a na které se nereaguje, protoze je v programu osetfit nedokdzeme. Piikladem je OutO-
fMemoryError. RuntimeException jsou asynchronni vyjimky, které se mohou objevit kdekoli v
programu. M4 ale smysl na né reagovat pouze na mistech, kde si myslime, ze by mohla nastat.
Prikladem je NumberFormatException, ktera se mtze objevit na misté, kde uzivatel ma zadat
¢islo, ale omylem zada pismeno. Dalsi podtfidy t¥idy Exception jsou synchronni vyjimky, které by
programéator mél osetfovat. Pfikladem je IOException. Na vyjimku se da reagovat tfemi zpusoby.

e Piedani vyse - Pokud se vyjimka objevi, tak se zahodi a pfedd na vysSsi mista. Nejméné
vhodny zpisob.

e Kompletni osetfeni - Vyjimka se detekuje a program na ni reaguje. Java vyuziva konstrukce
try {} catch (typ vyjimky) {}. V bloku try se vyskytuje kritické misto, kde mutze k
vyjimce dojit. V bloku catch se vyjimka detekuje a reaguje se na ni.

e Osetfeni a predani - Vyjimka se detekuje, oSetii a informace se preda vyse.

19.5 Jazyk Java

Java je objektovy jazyk postaveny na principech C/C++ puvodné uréeny pro elektronické pii-
stroje s vestavénym procesorem. Java je slangovy vyraz pro espresso. Vyvinula ho firma Sun
Microsystems. Pivodné se nejvice pouzivala pro programovani apletii, coz jsou aplikace vkladané
do webovych stranek, ale pozdéji se stala obecné pouzitelnym jazykem, ktery je pfenositelny mezi
riznymi platformami. Java se neustale vyvyji a vznikaji stale nové distribuce JDK, které obsahuji
inovované knihovny tfid Java Core API. Je to interpreta¢ni jazyk. Program se nejprve pielozi do
vnitini formy byte kédu, se kterym pracuje intepret Java Virtual Machine JVM. Zakladni datové
typy jsou néasledujici.

e Celociselny - byte, short, int, long

e Redlny - float, double

e Logicky - boolean

e Zmakovy - char

e Literaly - fetézcova konstanta. Existuje i fetézec string.

Obsahuje fidici struktury IF, IF ELSE, WHILE, DO WHILE, FOR, SWITCH. Bézné pracuje s poli
a Tetézci. Je to jazyk plné objektovy. Mezi jeho prednosti patii mechanismus vyjimek, rozhrani,
podpora GUI a Internetu. Jazyk vsak neni vhodny pro praci na nizké hardwareové tirovni, protoze
neobsahuje nezbytné pointery.
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Kapitola 20

Programovaci techniky a
algoritmy

20.1 Presné zadani

e Abstraktni datovy typ, jeho specifikace a implementace

Datovy typ zasobnik, fronta, tabulka, strom, seznam

Zéakladni algorimty Fazeni

Zékladni algoritmy vyhledavani

Slozitost algoritmi

20.2 Abstraktni datovy typ

Datovy typ neboli datové struktura je urcéity soubor dat, pro které jsou definovany relaéni vztahy
a operace, které s nimi mizeme provadét. To je specifikace datového typu, kterd je pouze alge-
braickym popisem a je zcela nezavisld na konkrétni programové realizaci. V algebfe jsou operace
reprezentovany zobrazenim, které definuje soustava axiomi. Implementace je proces transfor-
mace algebraické specifikace do kédu programu. Operace se zde realizuji pomoci dostupnych pro-
gramovych konstrukci a soustava axiomt je nahrazena posloupnosti piikazi.

20.3 Datové struktury

Podivame se na nékteré zakladni struktury, které se ¢asto pouzivaji.

Seznam

Seznam je mnozina dat, kterd je usporadana. Mezi typické operace patii pridani a odebrani prvku.
Pokud predem zname pocet prvka, tak se seznam vyhodné realizuje v poli. Vétsinou to ale nevime.
Potom je lepsi pouzit spojovy seznam. Rozd€lujeme je na jednosmeérné, kdy kazdy prvek ukazuje
na svého naslednika a obousmérné, kdy kazdy prvek ukazuje na svého predchiidce i naslednika.
Spojové seznamy se vytvareji dynamicky, protoze pii pfidéni dalsiho prvku se alokuje pamét.
Zasobnik

Je specidlnim seznamem typu LIFO (Last in - First out). V zasobniku je vZdy dostupny jen
prvek, ktery byl vlozen jako posledni. Typické operace jsou vlozeni a vybér prvku z vrcholu.
Pokud dopfedu zname pocet prvki, tak se da realizovat polem, kde prvni prvek predstavuje dno a
posledni vrchol. Realizuje se také jednosmérnym spojovym seznamem, kdy prvni uzel reprezentuje
vrchol zasobniku.

5
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Fronta

Je specidlnim seznamem typu FIFO (First in - First out). Z jedné strany se prvky vkladaji a z druhé
vybiraji. Typické operace jsou vlozeni a vybér prvku. Pokud zname pocet prvki, tak se snadno
realizuje polem. Pokud je nezname, tak se vyuziva jednosmérny spojovy seznam, kdy vystupni
stranna zacatku seznamu a vstupni strana na konci. Existuji modifikace jako obousmérna fronta,
kdy 1ze na obou stranach pridavat i odebirat prvky a prioritni fronta, kdy se prvky nevybiraji
podle poradi ale podle urcitého klice.

Tabulka

Tabulka je mnozina dat, které nejsou usporadané, ale identifikuji se podle kli¢e. Ptrikladem je
seznam zaméstnancl, kde se vyhledava podle data narozeni. Typickymi operacemi jsou vlozeni
prvku, vyhledavani. Tabulky jsou zdkladem databazovych systému. D4 se realizovat polem, kde
index je identifikacnim klicem.

Strom

Strom je specidlnim typem grafu, ktery neobsahuje cykly. Jeden uzel tvoii kofen, ze kterého
vychazeji vétve na nésledniky. Kazdy néslednik miize mit dalsi nasledniky. V programovani se
nejCastéji pouziva binarni strom, kdy uzly maji dva nasledniky. Uzly, které uz nasledniky nemaji
se nazyvaji listy. Pfikladem takové struktury je hierarchie uvniti podniku, kde kofen reprezentuje
$éf. Jeho naslednici jsou nejblizsi podfizeni, ktefl maji za nasledniky fadové zaméstnance neboli
listy stromu. Strom lze realizovat v poli, kdy v kazdém uzlu mame pole ukazatel syny. Vyhodné&;jsi
kanonicka reprezentace nahrazuje obecny strom stromem binarnim. Kazdy uzel mé ukazatele na
prvniho syna a bratra. S binarnim stromemse snaze pracuje.

20.4 Razeni

Metod tazeni je cela fada, a tak se podivame na ty nejznadméjsi. Vychazi se z toho, zZe data méme
uloZena v poli.

quick sort

V poli se ndhodné vybere néjaky prvek X. Poté se prochazi spodni i horni ¢asti pole. Prvky, které
jsou mensi nebo rovny se umisti nalevo a vétsi prvky nalevo. Prochézi se soucasné obéma ¢astmi
pole. Kdyz se najdou dva prvky, kde jeden je mensi nebo roven a druhy vétsi, tak se mezi sebou
vymeéni. Po pfeskupeni prvki je prvek X na spravném misté. V obou zbyljch castech se ndhodné
zvoli prvek a opét se provede preskupeni. Timto zptusobem se rekurzivné pokracuje az do poli se
dvéma prvky. Potom je ptavodni pole vzestupné setfidéné.

merge sort

Algoritmus je podobny predeslému, protoZe se v poli uréi prostfedni prvek. Poloviny se sefadi a
poté slouci do vysledného sefazeného pole. Pole se rekurzivné ptli az do délky dva, které se seradi
snadno. Dvé pole se slucuji nasledovné. Poli se postupné prochazi a porovnavaji se prvky. Ten
mensi se umisti do pole a sefazeny zbytek se prekopiruje.

bubble sort

Postupné se prochézi polem a porovnavase dva sousedni prvky. Ty se sefadi vzestupné. Na konci
prichodu polem je spravné sefazen nejvétsi prvek. Postup se opakuje rekurzivné s polem zkracenym
o jeden prvek az do pole délky dva.

20.5 Vyhledavani

Nejjednodussi algoritmy se pouzivaji pro vyhledavani v poli.

Sekvenéni prochazeni

Polem se postupné prochazi, dokud nenajdeme pozadovany prvek.

Binarni puleni

Pred vlastnim hledanim se pole vzestupné setiidi. Poté se najde prostfedni prvek a porovna se s
hledanym. Pokud je vétsi, tak se hledany prvek nachazi ve spodni poloviné. Pokud je vétsi, tak
se nachézi v horni poloviné. V polovi¢nim poli se piilenim pokracuje az do pole délky dva. Tento
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algoritmus je podobny vyhledavani v telefonnim seznamu, kde neprochazime seznam od zacatku
ale podle polohy pismena v abecedé se blizime hledanému prvku.

Dalsi algoritmy vychézeji z reprezentace pomoci stromu. To se objevuje v tlohach, kde mame
soubor ruznych stavi s definovanymi prechody mezi nimi. Klasickym piikladem je problém hledani
cesty na Sachovnici mezi dvéma body pomoci koné. Kazdé policko reprezentuje stav, ze kterého se
muzeme dostat pouze na urcita policka.

Prohledavani do hloubky

Tento algoritmus se také nazyva backtracking. Na zacatku se nachazime v kofeni ¢ili nejvyssim
uzlu. Pfi prohledavani se postupuje stale hloubéji smérem k listiim stromu, které reprezentuji
feseni. 7 listu se miZeme vratit do rodicovského uzlu, ze kterého se da opét sestupovat k uzlim.
Takovyto algoritmus se bude hodit pfi hledani vsech moznych cest Sachového koné do daného
policka.

Prohledavani do sirky

Tento algoritmus se také nazyva algoritmus viny. Z kofene stromu se setoupi do prvniho nasledného
uzlu. Prohledévé se na jedné hladiné a pak se sestoupi na néslednika. Musi se tedy uchovavat
informace nejen o bratrech ale i v8ech uzlech na stejné hladiné. Tento algoritmus se da pouzit pro
nalezeni nejkratsi cesty Sachového koné, protoze kvuli postupnému prochézeni hladin se jako prvni
list najde ten, ktery je v nejmensi hloubce.

20.6 Slozitost algoritmu

Algoritmy se posuzuji podle slozitosti pamétové a ¢asové. Pamétova slozitost popisuje nutnou ve-
likost opera¢ni paméti, kterd se musi pro béh programu vyhradit. Pamétoveé neefektivni jsou tedy
programy, které obsahuji mnoho mezivypoéti. Casové slozitost popisuje ¢as, po ktery procesor
provadi operace. Algoritmy se tedy navrhuji tak, aby byly co nejefektivnéjsi. Optimalizace pamé-
tova a Casova jsou Casto protichtidné parametry. Vhledem k rychlému vyvoji vypocetni techniky
operaci v zavislosti na poctu vstupnich dat. Exaktné to nejde, a tak se zkouméa asymptoticka
slozitost tj., jak se algoritmus chova pro vysoky objem vstupnich dat. Tato slozitost se aproximuje
matematickou funkci a néasledujici typy jsou nejcastéjsi.

e O(log N) - logaritmicka slozitost. Pfikladem je bindrni vyhledavani.

e O(N) - lineérni slozitost. P¥ikladem je sekvenéni vyhledavani.

°
@)

N?) - kvadratick4 slozitost. Pifkladem je vyhledavani v dvojrozmérném poli a DFT.
e O

N3) - kubicka slozitost. P¥ikladem je vyhledavani v trojrozmérném poli.

(
(
(
(
e O(N log N) - Piikladem je FFT.

(

°
@)

2V) - exponenciélni slozitost. P¥ikladem jsou rekurzivni algoritmy.
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